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Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: Der UVR V = {(z1,22) € Q* | 71 — x5 = 0} hat die Basis {(1,1)}.

Beweis. {(1,1)} ist offensichtlich linear unabhéngig. Auferdem: Sei v € V' beliebig, dann ex. ein

p € Q, s.d. v=(p,p). Damit: v =p- (1,1). O
Beh.: Der UVR V = {(x1,22,...,2y) | 221 + 22 = 0} hat die Basis

(vi)ier = {(1,-2,0,...,0),(0,0,1,...,0),...,(0,...,1)} mit T = {1,3,4,...,n}.

Beweis. Sei v € V beliebig, dann ex. (ag,as,...,a,) € Q"' mit v = (a1, —2a1,as,...,a,). Dann
gilt:

v=ay(1,-2,0,....,00+ Y a;-(0,...,0,1,0,...,0)

n
=a; v+ g a; - ;.
i=3

= (v;)ier Erzeugendensystem
Sei 4o € I beliebig. Falls 49 = 1. Dann ist (1, -2,0,...,0) & Lin(v;);en {io}-
Falls 3 <ip <mn: (0,...,0, 1 ;0,...,0) & Lin(v;)ier {io}-

io—te Stelle

—> (v;)ies minimal und damit Basis. O

Beh.: Der UVR ker 0 hat falls char K ¢ {2,...,n+1}, die Basis =1 ({(1,0,...,0)}). Falls char K €

{2,...,n+1}, hat ker 0 die Basis (b;);c; = ¥~ 1({(1,0,...,0),(0,0,...,0, 1 ,0,...,00})
char K-te Stelle

mit [ = {1, 2}.

Beweis. Falls char K ¢ {2,...,n+1}:

kero={feV|f(k)=0 Vke{l,...,n+1}}
="' ({(a,0,...,0) |a € K}).
»~1({1,0,...,0}) ist offensichtlich linear unabhiingig. Sei v € ker 9 beliebig, dann ex. a € K s.d.
U= wil((aﬂ e 70)) =a- d)il((la s ,0))
Falls char K € {2,...,n+ 1}:

kero={feV|f(k)y=0 Vke{l,...,n+ 1} \ {char K}}
=¢"1({(a,0,...,0, b 00 [ae K be K},
char K-te Stelle

{(1,0,...,0),(0,...,0,1,0,...,0)} ist Teilmenge der kanonischen Basis des K" 2 und damit linear
unabhéingig und insbesondere (b;);c; linear unabhéngig.

Sei v € ker 0 beliebig, dann ex. a,b € K, s.d.
v=v"1((a,0,...,0,b,0,...,0))

=a-¢ 1 ((1,0,...,0) +b-71((0,...,0,1,0,...,0)
=a-b; +b-bs.

Aufgabe 2. (a) Beh.: ¢ ist linear. Seien vy,v9 € V5 und a € K beliebig.
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Beweis. Homomorphismus
o(v1 +v2) = (v1 +v2) + Vo = [v1 +v2] = [v1] + [v2] = (v1 + V2) + (v2 + Va2) = ¢(v1) + p(va).

Linearitit
p(avy) = (avy) + Vo = [av1] = a- [v1] = a- ¢(v1).

(b) Beh.: 9 ist surjektiv.

Beweis. Sei v € (Vi + Va) beliebig. Dann ist [v] = v + V5 und es ex. v1 € V] und v2 € V5 mit
v =1 + va.

Zu zeigen: ¢(v1) = [v1] = [v].

V—v =V +vy— v =vy € Vo = v ~ V.

(c) Beh.: ker 9 =V1 NV,
Beweis. Das neutrale Element von (V; + V5)/V4)) ist V. Sei v € V beliebig.

veVinNnV,
<—veViAveV,
SoveViA =W,
= ¢o(v) = V2
<= v € ker ¢.

(d) Beh.: Vi/(ViNVa) = (Vi + Vo) /Va

Beweis. Aus (c) folgt V3 N Va2 = ker ¢ und wegen ¢ surjektiv ist im ¢ = (V4 + Va)/Va. Mit
Homomorphiesatz folgt:

Vi/(VinVa) = (Vi + V2)/Va.

Aufgabe 3. (a) Beh. U+ W =V
Beweis. Wegen (v;);cr Basis folgt

V' = Lin ((vi)ier)

= {Z ;v | (vi)ier € K(I)}

iel

S o+ Y B | (ay)jes € KD, (Biens € KO\
jeJ i€I\J

> o | ()jes € K0 +8 3 By | (Bi)iens € KU
jed iel\J

= Lin((v;)ies) + Lin((v;)ie s)
=U+W.

(b) Beh.: UNW = {0}
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Beweis. Zundchst: 0 =3, ;0 v, =3 ,,0-v; = 0€UNW
Sei v € UNW beliebig. Dann ex. ein (a;)ien s € K\ und ein (B;)jes € KV, s.d.

v = Z a;V; = Z,@j@j.

i€INJ jeJ

Angenommen v # 0. Damit 3 € I\ J: o; # 0 und 35 € J: §; # 0. Wegen (v;);c;r Basis folgt
(vi)ienng N (v5)jes = 0, also (a;)ieng # (Bj)jes. Das ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Darstellung durch Basisvektoren. O

(c) Beh.: (v; 4+ U);ep\ s ist eine Basis von V/U.

Beweis. Zu zeigen: (v; + U);cp s ist linear unabhéingig und Erzeugendensystem.

(i) Neutrales Element von V/U ist U. Sei (a;)iep s € KU\Y) mit

Z [Ckﬂ]i] =U.

i€INJ

= (a;)ienng C U. Wegen (a;v;)iepg C W und VN W = {0}, aber 0 & (v;)icr
= a;=0Viel\J.

(ii) Sei v € V beliebig. Zu zeigen: I(a;)iep s € KU\ [v] = >ien gloavi]
Falls v € U: [v] = U: Fiir o; =0 Vi € I'\ J folgt:

Y [0-w]=[0]=U= ]

i€INJ

Falls v € W: Dann ex. ein (a;);en s € KN\ gd.

v = E V5.

i€INJ

Dann gilt:

Z [av;] = Z ;| = [v).

iel\J iel\J

Aufgabe 4. (a) Beh.: Fiir jedes i € I existiert genau ein v} € V* derart, dass

“(0;) 1 fallsi=y
v; (vj) = .
L 0 falls i # j

Beweis. Sei i € I beliebig. Fiir die Basisvektoren (v;);er ist v eindeutig definiert. Fiir v € V ex.

ein (a;)ier € KO sd.
v = Zaﬂ)i.

i€l

Aufgrund der Linearitét von v} ist v} (v) eindeutig definiert durch:
vi() =) [ D aguy | =D i) =Y avi(v)).
Jjel jEI jeI
Damit ist v wohldefiniert und damit eindeutig bestimmt. O

(b) Beh.: Die Familie (v]);er ist linear unabhéngig.
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Beweis. Sei (a;)ie; € KO mit Y ier vy = 0.

Angenommen: Jip € I: a;, # 0. Das heifit:

* *
Qg * Uy + g ov; =0

ie\{io}
* E *
i [e7Pe ’UZ-O = — Q;;
ie\{io}
* *
= iy V) (Vi) = i = — > i (vy).

1€I\{io}
Wegen Vi € I\ {ip}: v} (vi,) = 0, folgt

Qg = — Z a; - 0=0.

iel\{io}

Widerspruch zur Annahme o;, # 0. = (v});es linear unabhingig O
(c) Beh.: Ist I nicht endlich, so ist (v]);cr keine Basis von V*.

Beweis. I ist nicht endlich. Zu zeigen: (v]);cs ist nicht Erzeugendensystem von V*.

Sei f* € V* und v € V. Wegen (v;);cr Basis, ex. (8;)ie; € K, 5.d. v = > ic1 Bivi. Angenommen
es ex. (a;)ier € K1, s.d.

P =3 awl (v)

i€l

- Yot (L)
i€l el

=Y @iy Bvi(vy)
el el

= Z a;f3
el

Wegen «; und §; i.A. nicht endlich, ist die Summe nicht bestimmt. Widerspruch = (v});er ist
kein Erzeugendensystem O



