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Aufgabe A1 A2 A3 A4
∑

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: Der UVR V = {(x1, x2) ∈ Q2 | x1 − x2 = 0} hat die Basis {(1, 1)}.

Beweis. {(1, 1)} ist o�ensichtlich linear unabhängig. Auÿerdem: Sei v ∈ V beliebig, dann ex. ein
p ∈ Q, s.d. v = (p, p). Damit: v = p · (1, 1).

(b) Beh.: Der UVR V = {(x1, x2, . . . , xn) | 2x1 + x2 = 0} hat die Basis
(vi)i∈I = {(1,−2, 0, . . . , 0), (0, 0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 1)} mit I = {1, 3, 4, . . . , n}.

Beweis. Sei v ∈ V beliebig, dann ex. (a1, a3, . . . , an) ∈ Qn−1 mit v = (a1,−2a1, a3, . . . , an). Dann
gilt:

v = a1 · (1,−2, 0, . . . , 0) +
n∑

i=3

ai · (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

= a1 · v1 +
n∑

i=3

ai · vi.

=⇒ (vi)i∈I Erzeugendensystem

Sei i0 ∈ I beliebig. Falls i0 = 1. Dann ist (1,−2, 0, . . . , 0) 6∈ Lin(vi)i∈I\{i0}.

Falls 3 ≤ i0 ≤ n: (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i0−te Stelle

, 0, . . . , 0) 6∈ Lin(vi)i∈I\{i0}.

=⇒ (vi)i∈I minimal und damit Basis.

(c) Beh.: Der UVR ker ∂ hat falls charK 6∈ {2, . . . , n+1}, die Basis ψ−1({(1, 0, . . . , 0)}). Falls charK ∈
{2, . . . , n+1}, hat ker ∂ die Basis (bi)i∈I = ψ−1({(1, 0, . . . , 0), (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

char K-te Stelle

, 0, . . . , 0)})

mit I = {1, 2}.

Beweis. Falls char K 6∈ {2, . . . , n+ 1}:

ker ∂ = {f ∈ V | f(k) = 0 ∀k ∈ {1, . . . , n+ 1}}
= ψ−1 ({(a, 0, . . . , 0) | a ∈ K}) .

ψ−1({1, 0, . . . , 0}) ist o�ensichtlich linear unabhängig. Sei v ∈ ker ∂ beliebig, dann ex. a ∈ K s.d.
v = ψ−1((a, . . . , 0)) = a · ψ−1((1, . . . , 0)).
Falls char K ∈ {2, . . . , n+ 1}:

ker ∂ = {f ∈ V | f(k) = 0 ∀k ∈ {1, . . . , n+ 1} \ {char K}}
= ψ−1({(a, 0, . . . , 0, b︸︷︷︸

char K-te Stelle

, 0, . . . , 0) | a ∈ K, b ∈ K}).

{(1, 0, . . . , 0), (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)} ist Teilmenge der kanonischen Basis desKn+2 und damit linear
unabhängig und insbesondere (bi)i∈I linear unabhängig.

Sei v ∈ ker ∂ beliebig, dann ex. a, b ∈ K, s.d.

v = ψ−1 ((a, 0, . . . , 0, b, 0, . . . , 0))

= a · ψ−1 ((1, 0, . . . , 0)) + b · ψ−1 ((0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
= a · b1 + b · b2.

Aufgabe 2. (a) Beh.: ϕ ist linear. Seien v1, v2 ∈ V1 und a ∈ K beliebig.
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Beweis. Homomorphismus

ϕ(v1 + v2) = (v1 + v2) + V2 = [v1 + v2] = [v1] + [v2] = (v1 + V2) + (v2 + V2) = ϕ(v1) + ϕ(v2).

Linearität
ϕ(av1) = (av1) + V2 = [av1] = a · [v1] = a · ϕ(v1).

(b) Beh.: ∂ ist surjektiv.

Beweis. Sei v ∈ (V1 + V2) beliebig. Dann ist [v] = v + V2 und es ex. v1 ∈ V1 und v2 ∈ V2 mit
v = v1 + v2.

Zu zeigen: ϕ(v1) = [v1] = [v].

v − v1 = v1 + v2 − v1 = v2 ∈ V2 =⇒ v1 ∼ v2.

(c) Beh.: ker ∂ = V1 ∩ V2

Beweis. Das neutrale Element von (V1 + V2)/V2)) ist V2. Sei v ∈ V beliebig.

v ∈ V1 ∩ V2
⇐⇒ v ∈ V1 ∧ v ∈ V2
⇐⇒ v ∈ V1 ∧ [v] = V2

⇐⇒ ϕ(v) = V2

⇐⇒ v ∈ ker ϕ.

(d) Beh.: V1/(V1 ∩ V2)
∼
= (V1 + V2)/V2

Beweis. Aus (c) folgt V1 ∩ V2 = ker ϕ und wegen ϕ surjektiv ist im ϕ = (V1 + V2)/V2. Mit
Homomorphiesatz folgt:

V1/(V1 ∩ V2)
∼
= (V1 + V2)/V2.

Aufgabe 3. (a) Beh.: U +W = V

Beweis. Wegen (vi)i∈I Basis folgt

V = Lin ((vi)i∈I)

=

{∑
i∈I

αivi | (αi)i∈I ∈ K(I)

}

=

∑
j∈J

αjvj +
∑

i∈I\J

βivi | (αj)j∈J ∈ K(J), (βi)i∈I\J ∈ K(I\J)


=

∑
j∈J

αivi | (αj)j∈J ∈ K(J)

+

 ∑
i∈I\J

βivi | (βi)i∈I\J ∈ K(I\J)


= Lin((vj)i∈J) + Lin((vi)i∈I\J)

= U +W.

(b) Beh.: U ∩W = {0}
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Beweis. Zunächst: 0 =
∑

i∈I\J 0 · vi =
∑

j∈J 0 · vj =⇒ 0 ∈ U ∩W

Sei v ∈ U ∩W beliebig. Dann ex. ein (αi)i∈I\J ∈ K(I\J) und ein (βj)j∈J ∈ K(J), s.d.

v =
∑

i∈I\J

αivi =
∑
j∈J

βjvj .

Angenommen v 6= 0. Damit ∃i ∈ I \ J : αi 6= 0 und ∃j ∈ J : βj 6= 0. Wegen (vi)i∈I Basis folgt
(vi)i∈I\J ∩ (vj)j∈J = ∅, also (αi)i∈I\J 6= (βj)j∈J . Das ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Darstellung durch Basisvektoren.

(c) Beh.: (vi + U)i∈I\J ist eine Basis von V/U .

Beweis. Zu zeigen: (vi + U)i∈I\J ist linear unabhängig und Erzeugendensystem.

(i) Neutrales Element von V/U ist U . Sei (αi)i∈I\J ∈ K(I\J) mit∑
i∈I\J

[αivi] = U.

=⇒ (αivi)i∈I\J ⊂ U . Wegen (αivi)i∈I\J ⊂W und V ∩W = {0}, aber 0 6∈ (vi)i∈I
=⇒ αi = 0 ∀i ∈ I \ J .

(ii) Sei v ∈ V beliebig. Zu zeigen: ∃(αi)i∈I\J ∈ K(I\J): [v] =
∑

i∈I\J [αivi]

Falls v ∈ U : [v] = U : Für αi = 0 ∀i ∈ I \ J folgt:∑
i∈I\J

[0 · vi] = [0] = U = [v].

Falls v ∈W : Dann ex. ein (αi)i∈I\J ∈ KI\J , s.d.

v =
∑

i∈I\J

αivi.

Dann gilt: ∑
i∈I\J

[αivi] =

 ∑
i∈I\J

αivi

 = [v].

Aufgabe 4. (a) Beh.: Für jedes i ∈ I existiert genau ein v∗i ∈ V ∗ derart, dass

v∗i (vj) =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j
.

Beweis. Sei i ∈ I beliebig. Für die Basisvektoren (vi)i∈I ist v∗i eindeutig de�niert. Für v ∈ V ex.
ein (αi)i∈I ∈ K(I), s.d.

v =
∑
i∈I

αivi.

Aufgrund der Linearität von v∗i ist v∗i (v) eindeutig de�niert durch:

v∗i (v) = v∗i

∑
j∈I

αjvj

 =
∑
j∈I

v∗i (αjvj) =
∑
j∈I

αjv
∗
i (vj).

Damit ist v∗i wohlde�niert und damit eindeutig bestimmt.

(b) Beh.: Die Familie (v∗i )i∈I ist linear unabhängig.
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Beweis. Sei (αi)i∈I ∈ K(I) mit
∑

i∈I αiv
∗
i = 0.

Angenommen: ∃i0 ∈ I : αi0 6= 0. Das heiÿt:

αi0 · v∗i0 +
∑

i∈I\{i0}

αiv
∗
i = 0

=⇒ αi0 · v∗i0 = −
∑

i∈I\{i0}

αiv
∗
i

=⇒ αi0 · v∗i0(vi0) = αi0 = −
∑

i∈I\{i0}

αiv
∗
i (vi0).

Wegen ∀i ∈ I \ {i0} : v∗i (vi0) = 0, folgt

αi0 = −
∑

i∈I\{i0}

αi · 0 = 0.

Widerspruch zur Annahme αi0 6= 0. =⇒ (v∗i )i∈I linear unabhängig

(c) Beh.: Ist I nicht endlich, so ist (v∗i )i∈I keine Basis von V ∗.

Beweis. I ist nicht endlich. Zu zeigen: (v∗i )i∈I ist nicht Erzeugendensystem von V ∗.

Sei f∗ ∈ V ∗ und v ∈ V . Wegen (vi)i∈I Basis, ex. (βi)i∈I ∈ KI , s.d. v =
∑

i∈I βivi. Angenommen
es ex. (αi)i∈I ∈ KI , s.d.

f∗(v) =
∑
i∈I

αiv
∗
i (v)

=
∑
i∈I

αiv
∗
i

(∑
i∈I

βivi

)
=
∑
i∈I

αi

∑
i∈I

βjv
∗
i (vj)

=
∑
i∈I

αiβi.

Wegen αi und βi i.A. nicht endlich, ist die Summe nicht bestimmt. Widerspruch =⇒ (v∗i )i∈I ist
kein Erzeugendensystem
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