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Aufgabe A1 A2
∑

Punkte

Aufgabe 1. a) Es ist exp(x) 6= 0 ∀x ∈ R, d.h. spt(φ) = B1(0). Auÿerdem ist exp(x) ∈ C∞(R) und
1

|x|2−1 ∈ C
∞(B1(0)). O�ensichtlich gilt auch ∂α exp

(
1

|x|2−1

)
x→1−−−→ 0 also folgt φ ∈ C∞c (Rn).

b) Sei nun ε > 0. Nach Konstruktion ist ‖ϕ‖L1(Rn) = 1. Auÿerdem ist ϕε(x) 6= 0 ⇐⇒ ϕ
(
x
ε

)
6=

0 ⇐⇒ |x|
ε < 1 ⇐⇒ x ∈ Bε(0). Damit folgt

1 =

∫
Rn
ϕ(x) dx

Trafo.satz
=

∫
Rn

1

εn
φ
(y
ε

)
dy

=

∫
Rn
ϕε(y) dy

=

∫
Bε(0)

ϕε(y) dy

Trafo.satz
=

∫
Bε(x)

ϕε(x− y) dy .

Weiter ist φ ∈ C∞, insbesondere stetig. Da spt(ϕ) kompakt, nimmt ϕ dort ein Maximum an.
Setze C := maxx∈Rn ϕ(x). Damit gilt zunächst für x ∈ Rn:

|(f ∗ ϕε)(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
Rn
f(y)ϕε(x− y) dy − f(x)

∫
Bε(x)

ϕε(x− y) dy

∣∣∣∣∣
=

∫
Bε(x)

(f(y)− f(x))ϕε(x− y) dy

≤
∫
Bε(x)

|f(x)− f(y)| 1
εn
ϕ

(
x− y
ε

)
dy

=
C

εn

∫
Bε(x)

|f(x)− f(y)|dy .

Sei nun δ > 0 beliebig. Da f gleichmäÿig stetig, ex. ein ε0 > 0, s.d.

∀x, y ∈ Rn : |x− y| < ε0 =⇒ |f(x)− f(y)| < δ

C|B1|
,

wobei |B1| = L n(B1(0)) bezeichne. Dann gilt für ε < ε0:

‖f ∗ ϕε − f‖L∞ = ess sup
x∈Rn

|f ∗ ϕε − f |

≤ ess sup
x∈Rn

C

εn

∫
Bε(x)

|f(x)− f(y)|dy

< ess sup
x∈Rn

C

εn

∫
Bε(x)

δ

C|B1|
dy

= ess sup
x∈Rn

δ

|B1|εn
L n(Bε(x))︸ ︷︷ ︸

=εn|B1|

= δ.

Also folgt ‖f ∗ ϕε − f‖L∞
ε→0−−−→ 0.

Aufgabe 2. Mit ϕ aus Aufgabe 8.1. ist ϕ ∈ C∞c und
∫
Rn ϕdx = 1 nach Konstruktion, also insbe-

sondere ϕ ∈ L1(Rn), da ϕ ≥ 0. Für δ > 0 setze ϕδ := 1
δnϕ

(
x
δ

)
. Dann ist ϕδ ∈ C∞c (Rn) ∩ L1(Rn) und

nach Faltungsapproximationssatz ist ‖f ∗ ϕδ − f‖L1(Rn)
δ→0−−−→ 0.
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Sei nun ε > 0. Dann ex. also ein δ > 0 s.d. ∀δ̃ ≤ δ gilt: ‖f ∗ ϕδ̃ − f‖L1(Rn) <
ε
2 . Setze Kn := Bn(0)

und gn := (f ∗ ϕδ)χKn . Dann ist gn ∈ C∞c (Rn), da ϕδ ∈ C∞(Rn) und Kn kompakt.

Dann gilt |f |χKn ↗ |f |. Also ex. ein n0 ∈ N, s.d. ∀n ≥ n0:

|‖fχKn‖L1 − ‖f‖L1 | < ε

2
.

Damit folgt ∀n ≥ n0:

‖f‖L1︸ ︷︷ ︸
<∞

=

∫
Kn

|f |dx︸ ︷︷ ︸
<∞

+

∫
Kc
n

|f |dx︸ ︷︷ ︸
<∞

Also ∫
Kc
n

|f |dx =

∫
Rn
|f |dx −

∫
Kn

|f |dx

= ‖f‖L1 − ‖fχKn‖

<
ε

2
.

Setze nun fε := gn0
. Dann ist fε ∈
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