Analysis I: Ubungsblatt 11 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 >

Punkte

Aufgabe 1. Fiir k € N ist

x* sin (%) x#0

fil@): z=0

|
—N—
(@)

definiert.

(a)

Beh.: f; ist in 2y = O stetig, aber nicht differenzierbar.

Beweis. Da sin ( 1) beschriankt durch +1, gilt Vo € R*

x
) 1
x-sin | — || <z
x

Sei € > 0 bel., dann wéhle § := e. Dann gilt Vo € R* mit |z| < J:

1
x~sin<)‘§|x|<5=e.
x

1£1(0) = fr(@)| =

= f1 in g = O stetig.
Weiter gilt fir g =0

h) — h-sin(1/h 1
Dy f1(0) = i1 f)z £1(0) = SH;]( /1) = sin <h> .
Nun sind offensichtlich (hy,)nen mit Ay, := ﬁ und (1,,)pen mit I, := ﬁ Nullfolgen, aber
2

lim Dy f1(0) = lim sin(27n) =0# 1= lim sin (27m+ f) = lim Dy, f1(0).
n— 00 n—00 2 n—00

n— oo

= f1 in z¢ nicht differenzierbar. O
Beh.: f5 in g = 0 differenzierbar, aber f} in 29 = 0 nicht stetig.

Beweis. Es gilt
h h?sin(1/h .
Dy, fa(zo) = th ) _ h( /) _ h -sin(1/h).
—> Analog zum Stetigkeitsbeweis in (a), folgt fo in x¢ differenzierbar.
= limp—0 Dpfa(z) = 0= f3(0).

Fiir « # 0 folgt mit Ableitungsregeln direkt:

f5(z) = 2z - sin(1/x) — cos(1/x).

Fiir (z,)neny mit 2, := ﬁ folgt direkt x, ——» 0 = z(, aber
1
fo(zn) =2 ——sin(27n) — cos(2mn) = —1 # 0 = f5(0).

2mn
= f} nicht stetig in 29 = 0. O
Beh.: f3 in xg = 0 nur einmal differenzierbar. in xzo = 0.
Beweis. Fiir xy = 0 folgt direkt

_ f3(h) h3 - sin(1/h)

Dy, fs(wo) = == = - = 2 - sin(1/h) 222 0.

Fiir x # 0 gilt mit Ableitungsregeln direkt:

fi(x) = 322 - sin(1/x) — 2 - cos(1/x).
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Damit folgt
lim f3(x) =0 = f(0).

x—0

= f} in xo = O stetig. Aber wegen

3h?sin(1/h) — hcos(1/h)

Dy, f3(0) = h

= 3hsin(1/h) — cos(1/h).

= f4 in x¢ = 0 nicht differenzierbar, analog zu (a). O

Aufgabe 2. Sei f: Ry = R, 2 — /x.

() Behs fO(w) = (=) T2 = 1) -t

Beweis. durch vollstindige Induktion nach k.
LA: k=0

FO(g) = (_;>O at =V = f(a).

I.S.: k — k + 1. Es ex. ein festes, aber bel. k € N, fiir das die Beh. gilt. Damit folgt

!/
1\ kk=1 )
FE (@) = f“ﬂ’(ﬂc)@((‘z) [1en-1 -I“) (z)
n=0
k k-1
Potenzregel 1_ _1 . oAk
0 (2 k)( 2) nl;[O(zn 1) -z
1 1\ kA=l
=—=2k-1)(-= — 1) . gz (k+1)
5 (2k 1)< 2> nl;[O(m 1)z
[\ Rk .
n=0
O
(b) Mit (xx) folgt dann direkt aus (a)
f(k)(x):L.x%

(5 H

(¢) Aus (a) und (b) folgt damit direkt

o0 (k) (y
TOO(I,ZEQ):ka( 0)(:Z:7I0)k

k!
k=0
(oo}
VT 1k
=2 _mum " (x - 20)"
k=0 2 '
oS %—k
Vs xo k
= (x — x0)
2 k;) I(3—k)k!

(d) Zunichst folgt aus (ii) direkt

3\, e TEDTE)
o3 e
(i) k-1 m

BN CEy
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Eingesetzt in (i) ergibt sich damit

1 kol s
———|]@n-1)= (D"
w1l FE-R Ve
1 k—1 k—1 ‘ ﬁ
- om—1)=(—1)F Y~ _
:»(2) TTen =037
1 k k—1 \/7?
= 2n-1)=——Y" _
- ( 2) 1;[0 or (2 — k)

Aufgabe 3. (a) Mit A := (e — 5:5)% folgt

L e
lnA—j7 ln(e 595).

Damit folgt

ln(e?’w — 5.’5)/ 1 3 3— % T—>00
= 3e’® —5) = = 3.
x! e3r —5x ( ¢ ) 1-54
Damit folgt
. 3¢ k. \® _ 3
mhﬁn;o (6 5:0) =e
(c) Hier folgt direkt
T _ 9z 1 5% — 1n(2)2% , s i T _ oz
(5 : ) _ n(5) -5 n(2) -0 In(5) — In(2) de U'Hospital . 5 .
T 1 z—0 X
(d) Abl. bedeutet hier, Ziahler und Nenner seperat abgeleitet.
x —sin(z) abl. 1 —cos(z) bl sin(z) z-0 0
x? 2z 2 '
de 'Hospital: — lim,_.o (% — Sl?ﬁ#) =0.
© o
In(142) —sinz Apl. T4z — COST apl. e TONT g 1
x2 2x 2 2

ln(1+x);sin(w) _

de I'Hospital: = lim,_.¢ %

(f) Mit y:= 1 und A:=(1+ y)%, folgt

In(1+y) abL 1 yY—>00 0

InA =
Yy 1+y

Damit folgt mit de 'Hospital lim,_,., A = 1. Insgesamt ergibt sich damit

=0.

<=

1
lim — - (1+y)

Y—>00 y

<o



Analysis I: Ubungsblatt 11 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe 4. (a) Die Funktion ist konvex, d.h. die Bedingung 7'(m) = 0 reicht bereits aus. Damit
folgt

N

> 20y — ma; — b%)

i=1

N N
e i Ty b Yl w

— m =
N
>im o

Mit & := Zf\il z;y; und ¢ := Zfil x? folgt

., E&—U'NZ
mt=>———.
¢
Mit b* =5y — mz folgt
. _§-NEF-m'z)T
m =
¢
* f—N@
— = —
TN

(b) Mit f(x) = m*z + b* und der in (a) gezeigten Formel folgt mit dem Ansatz f(x) = 0, dass ab
dem 32. Zettel niemand mehr abgibt.

Aufgabe 5. (a) Beh.: f,(z) :=sin (22), z € [, 7] ist gleichm#Rig konvergent mit f(z) = 0.

n

Beweis. Der sin(7) hat auf 7 € [~7, 7] genau zwei Extrema bei 71 = § und 7 = —7. Fiir n > 2
gilt: < Z. Damit folgt Vo € [—, 7: sin (12) <sin (7).

n

Sei nun € > 0 bel. Dann wéhle n, := [L-‘ > 2. Dann folgt Vz € [—m, 7] und alle n € N mit

arcsin(e)
sin| —x || < < |sin — m]| =e€.
n arcsin(e)

= fn gleichméfig konvergent. O

n > Ne:

[fn(2) = f(@)] = [fu(z)| =

(b) Beh.: f,(z) := nx(1—z)", € [0, 1] ist punktweise konvergent mit f(z) = 0, aber nicht gleichméafig
konvergent.
Beweis. Sei xz € [0,1]. Fir x =0 und z =1 gilt f,,(1) = f,(0) = f(0) ¥n € N.
Fiir z € (0,1) gilt

fosi(@) _ (n+ D1 -2) ntl-z(n+l)

fn('r) B n n

Waihle nun ng := P_—ﬂ Dann gilt Vn > ng:

x

<n

—_—
1- 1- 1
x(n+1)>x( m+1>:1=>7“L wntl) .
X n

Damit ist Vn > ng f, streng monoton fallend. Da auferdem f,, () nach unten beschrinkt durch
n—oo

0, gilt damit f,(z) —— 0. = f,, konvergiert punktweise gegen f(z) = 0.

Z.z.: f, nicht gleichméfig konvergent. f, (x) ist als Produkt von stetigen Funktionen stetig und
nach Produktregel differenzierbar. Mit Produkt- und Potenzregel folgt demnach

fi@)=n[1-2)" —nz(l—2)"""]
=n(l-—2)""

fl@)=n"[-1—-2)" " = (1 —2)" " +an - 1)1 -2)"?]
=n?(1—a2)" ?[-24z +an].

Y1 -z —na]
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Fir &, = n%_l gilt

1 \"*! 1 n 1 \" 'n+1-1-n
") =n(1- —— 1— — =n(1- nrTiTm TR
I (8n) n( n+1) { n+1 n—|—1] n< n+1) [ n+1 } 0

ey =n? (1- 1 " DI S U [ Y -1
nisn/ T n+1 n+1 n+1| n+1 n+1 '
>0 <0

Damit folgt, f,, hat einen Hochpunkt bei = = £,,. Weiter gilt

1 1 " 1 1 "o 1
- af1- - 1- -
Inl&n) n—i—ln( n+1) 7114—1( n—i—l) e

Sei nun 5- > € > 0 beliebig. Dann ex. ein Ny € N, s.d. gilt Vn > Np:

LS

e

<o = e +ex 1] = el > ¢ e

Sei nun Ny < n. € N beliebig. Dann wihle z = §,,_. Damit folgt

|fne (fne) - f(gng)

= ‘fne(gm)

1
>——€e>2—€=c¢€.
e

= f, nicht gleichmifig konvergent. O



