Aufgabe 1. Es sei K Korper, M eine Menge und mg € M ein fest gewihltes Element. In
V = Abb(M, K) betrachten wir die Teilmengen U = {f € V' | f(mp) = 0} und
W={feV|VoyeM: f(x)=f(y)}

Zunichst: K ist K-Vektorraum mit (K, +,0). Damit wird V = Abb(M, K) zum Vektorraum.

a) Beh.: U C V ist Untervektorraum.

Beweis. Seien f1, fo € U, a € K beliebig. Zu zeigen: (f1 + f2)(mg) = 0 und (af1)(mo) = 0.

(f1 + f2)(mo) = fi(mo) + fa(mo) =0+0=0.

= (fi+ fo) eU.
(af1)(mo) = afi(mg) =a-0=0.

— (afl) eU. O
Beh.: W C V ist Untervektorraum

Beweis. Seien f1, fo € W, a € K und z,y € M beliebig. Zu zeigen: (f1+ f2)(z) = (f1+ f2)(y) und
(afi)(z) = (af1)(y)-

(fr+ f2)(@) = fi(z) + fo(2) = f1(y) + fo(y) = (f1 + f2)(y).

= (fi+ f2) e W.
(afi)(@) = afi(z) = afi(y) = (af1)(y).
= (af1) e W. O

b) Beh.: UNW = {0}
Beweis. Sei f € UNW beliebig:

Vm e M: f(m) = f(mo) A f(mo) =0
= VmeM: f(m)=0
= f=0.

c) Beh: V=U+W

Beweis. Sei f € V beliebig.
Zu zeigen: Ju e U,Jw e W: f=u+w
Dann wéhle v € U, s.d.

und w € W, s.d.

Damit folgt:

f(m) — f(mo) + f(mo) = f(m) m#mo.

f(m) = u(m) + w(m) = {O + f(mp) = f(mO) e

O

Aufgabe 2. Es sei K ein Korper, U = Abb ({0,1,...,n},K) und V = Abb ({0,1,...,n+ 1}, K).

PV — K2
= (f0), f(1),..., f((n+1))
0:V—=U
fe(=(G+1)-fG+1).



a) Beh.: ¢ ist linear.

Beweis. Seien v1,v9 € V, a € K beliebig.

Y(v1 +v2) = ((v1 +02)(0), (v1 +v2)(1), ..., (v1 +v2)(n+ 1))
= (v1(0) + v2(0),v1(1) + v2(1),...,v1(n+ 1) + va(n + 1))
= (v1(0),v1(1),. .., v1(n + 1)) + (v2(0),v2(1), ..., v2(n + 1))
= (0 )+¢(U2)

Y(avy) = (av1(0), avy
= a(v1(0), v1(
= ap(vy).

(1),...,av (n+ 1))
1),...,U1(Tl+1)

<

Beh.: 9 ist linear.

Beweis. Seien vy,v3 € V,a € K und i € {0,1,...,n} beliebig.

O(v1 +v2)(i) = (1 + 1) (v1 +v2)(i +1)
(i4+1) - (vi(i+1)+v2(i + 1))
Dor(i+ 1)+ (i + ve(i + 1)

(i +
A(v1) (@) + O(v2)(2)-

d(av1)(i) = (1 +1)(avy)(i + 1)
=a(i+1vi(i+1)
= ad(vy)(1).

b) Beh.: ¢ ist Isomorphismus.

Beweis. Zu zeigen: v ist bijektiv.
Seien vy, ve € V mit ¢(v1) = ¥ (v2). Dann

V(1) = (F10), fr(1), .., fr(n+1)) = (£200), fo(1), .., faln+ 1)) = (v2)
= f1(k) = f2(k) Yk € {0,...,n+ 1}
= f1 = fa.

= 1 ist injektiv.
Sei ¢ = (cg,...,Cny1) € K™ 2 dann ex. ein f € V, s.d.

f(k)=c, Vk €{0,...,n+ 1}
= (f) =c

= 1) ist surjektiv. O
c¢) Beh.: 9 surjektiv <= charK ¢ {2,...,n+ 1}

Beweis. Damit 0 surjektiv ist, muss fiir alle u € U ein v € V existieren, s.d. 9(v) = u.

Sei u € U,k € {0,...,n} beliebig, dann muss fiir v gelten:
Ow)(k) =(k+1) -v(k+1)=u(k).

Dies ist genau dann wohldefiniert, wenn k£ + 1 # 0, denn genau dann ex. ein Inverses zu k£ + 1 und
damit:

v(k+1) = (k+1)"" - u(k).



Bleibt zu zeigen: charK ¢ {2,...,n+1} <= k+1#0Vk € {0,...,n}.
E+1#0

LEL # charK
O%ncharf( =0VcharK >n+1

<= charK ¢ {2,...,n+ 1}

d) Beh.: ¢(ker 9) =< (¢,0,...,0) | ce K
—
n+1-mal
Beweis. Zunachst: ker 0.
-

Damit r € V im Kern von 9 liegt, muss gelten: 9(r)(k) = 0 Vk € {0,
o(r)(k)=(k+1)-r(k+1)

PO (k1) = 0.

Damit: (k) =0Vk € {1,...,n+ 1}.
P(r) = (r(0),r(1),...,r(n+1))
= (¢,0,...,0) Vc € K.

——

n+1-mal

Das heifst:
Y(ker 9) = < (¢,0,...,0) |ce K

n+1-mal

Aufgabe 3. Es sei K ein Kérper und U,V zwei K-Vektorrdume.

a) Beh.: Ist f: U — V linear, ist auch die duale Abbildung f*: V* — U* linear.

Beweis. Seien ¢1,¢2 € V* und a € K beliebig.
Frler+p2) =(prt+p2)of=prof+rof=f"(p1)+ [ (p2)

Frlap) = (ap1) o f 7 E a((p1) o f) = af*(¢1).

b) Beh.: Die Auswertungsabbildung ev: U — (U*)*, mit
u (f = f(u)

ist linear.

Beweis. Seien uj,us € U, a € K und f € U* beliebig.
linear
PIE fun) + f(uz) = ev(un)(£) + ev(ua) ()

ev(uy +u2)(f) = flur + u2)
f linear af(ur) = a-ev(ur)(f).

ev(au)(f) = flaur) * =

Aufgabe 4. Es sei K ein Korper und U,V zwei K-Vektorrdume.

a) Die Abbildung x: Homg (U, V) — Homg (V*,U*) ist linear.



Beweis. Seien f1, fo € Homg (U, V), ¢ € V* und a € K beliebig.

#(f1+ fo)(p) = (fi+ f2)"(p) =@o(fi+ fa) =po fi+po fa=x(f1)(e) +*(f2)(»)
#(af1)(p) = (af1) * (p) = po(afi) = alpo fi) = ax* (f1)(p).

b) Ist f: U — V linear und surjektiv, so ist f*: V* — U* injektiv.



