Algebra I: Ubungsblatt 3 Lukas Nullmeier, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Mit dem euklidischen Algorithmus folgt

X3 -3=X(X?-4)+4X -3
3 53

1
X2 —4=(X+=)(4x - =.
(4 +16)( 3)+16

Da deg(52) = 0 folgt bereits ggT(X?® — 3, X% —4) = 1 in Q[X].
(b) Mit dem euklidischen Algorithmus folgt

X2 -3=X342=X(X?+1)+4X +2
X2 -4=X?+1=(4X+3)(4X +2) +0.

Also folgt ggT(X3 —3,X? —4) =4X + 2 in F5[X].

(¢) Beh.: K[X] hat unendlich viele normierte irreduzible Polynome.

Beweis. X € K[X] ist stets irreduzibel, es ex. also mindestens ein irreduzibles normiertes Po-
lynom. Ang. es existieren nur n € N viele normierte, irreduzible Polynome fi,..., f,. Dann
definiere

g::fl'-”'fn_"l-

Da X € K[X] irreduzibel, normiert ist deg(f1-...- fn) > 1, also deg(g) > 1. Da K[X] faktoriell,
ex. p irreduzibel, normiert, s.d. p | g. Dann ist aber p € {f1,..., fn}, also auch p | f1 ... fn.
Damit folgt

pllg—fi- fa)=1
Es ist also p € K[X]*, also nicht irreduzibel 4. O

(d) Seien f € K[X]\ {0} und L := K[X]/(f).

Beh.: Jede Restklasse g € L hat einen eindeutigen Repréisentanten g € K[X] mit deg(g) <
deg(f)-

Beweis. (i) Existenz: Sei g € L. Da K[X] euklidisch und f # 0, ex. ¢,r € K[X] mit

g=qf +r.

mit deg(r) < deg(f) oder » = 0. Da deg(f) > 0 ist auch fiir » = 0, deg(r) = —o00 < 0 <
deg(f). Auflerdem ist

g=9+(H)=r+af+(f)=r+()=7

(ii) Eindeutigkeit: Seien 7,7/ € g mit ¥ = ' = g und deg(r),deg(r’) < deg(f). Dann ist
r—r' € (f),also 3h € K[X] mit r —r' = hf. Ang. h # 0. Dann ist deg(hf) > deg(f), also
deg(r — ') > deg(f), aber deg(r), deg(r’) < deg(f) 4. Also folgt h = 0 und damit r = .

O
Beh.: dimy L = deg(f).

Beweis. Sei B = {1,X,X2,...,Xn~1}. Dann ist B eine Basis von L iiber K, denn wegen der
Eindeutigkeit der Vertreter ist B linear unabhingig. Aufierdem ex. fiir g € L ein 7 € K[X] mit
deg(r)=k<n—-1,sd.g=7undr=ap+a1 X +...+a, 1 X" ! fiir ag,...,a,_1 € K. Dann
ist L

g=T=apl +a1 X 4+ ... +a,_1 X" L.

Also g € Lin(B). O
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Beh.: Fiir deg(f) > 1ist X € L Nullstelle von f € K[X] C L[X].

Beweis. Es ist n > 1, damit folgt fiir aq,...,a, € K:

JX)=an X" +.. X +ay=a,X"+...+a1 X +ao+ (f)=f+(f) =0.

O
Aufgabe 2. (a) Beh.: f = X3 +2X? —20 € Q[X] ist irreduzibel.
Beweis. Betrachte Reduktion fiir p = 3:
o(f) = X3 +2X% + 1€ Z/3Z[X)]
¢(£)(0) =1
o)1) =1
P(f)(2) = 2.
Falls ¢(f) reduzibel, hitte einer der Teiler Grad 1, aber ¢(f) hat keine Nullstelle in Z/3Z. Damit
ist ¢(f) irreduzibel in Z/3Z[X] und nach Reduktionskriterium f irreduzibel in Q[X]. O

(b) Beh.: f = X%+ X3 4+ 1 € Q[X] ist irreduzibel.

Beweis. Es ist f = f(X) irreduzibel <= f(X + 1) irreduzibel. Betrachte

FX+D) =X+ + (X +1)°+1
= X%+ 6X°+15X*+21X3 +18X2+9X + 3.

f(X + 1) ist normiert, insbesondere primitiv und damit irreduzibel nach Eisenstein mit p = 3.
Also auch f(X) irreduzibel. O

(¢c) Beh.: f = X7+ 2X%Y 4+ 3XY3 +4Y3 + 5XY + 6X € C[X,Y] ist irreduzibel.

Beweis. Betrachte R := C[X] mit p = X. Dann ist
f=Y*BX +4)+Y(2X° +5X)+1-(6X +X") € R[Y].

Esist X { (3X +4) und X | (2X° +5X),X | (6X + X7) und X2 { (6X + X7). Weiter ist
f primitiv, denn 3X + 4 ist irreduzibel. Ang.: ggT(3X +4,2X° +5X,6X + X") # 1. Da R
faktoriell nach GauR, folgt (3X +4) | (2X° + 5X), aber 3X +4 =0 <«= X = —% und

3
2(-4)"+5(-4) <0 %
Damit ist f irreduzibel nach Eisenstein mit p = X iiber R[Y] = C[X,Y]. O

Aufgabe 3. (a) Seien a,b,c € R mit a | bc und ggT(a,b) =1. Beh.: a | c.

Beweis. Sei p Primelement in R beliebig. Z.z.: v,(c) > vp(a). Da a | bc ex. ein k € R, s.d.
bc = ka. Da R faktoriell ist die Primfaktorzerlegung eindeutig, also folgt

vp(b) +vp(c) = vp(k) +vp(a) = vp(c) > vp(a) —vy(b).
——

>0
Da ggT(a,b) =1 ist min(v,(a), v, (b)) = 0. Falls v,(a) > 0, ist also v,(b) = 0, also v,(c) > v,(a).
Falls v,(a) = 0 ist trivialerweise vp(c) > vp(a). Da p beliebig, folgt a | c. O

(b) Sei f € R[X] normiert und o € K Nullstelle von f. Beh.: & € R und « | ao.

Beweis. Es ist a € Q(R)[X], also ex. u,v € R mit v # 0 und ggT(u,v) = 1, s.d. a = 2.
Betrachte nun

u\"™ u\"—1 U
0:f(a):<f> +an,1(;> —|—...+a1;+ao
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Da v # 0 multipliziere mit v™. Damit folgt

n 1

Ut = —ap_u" o — . = av" u — agu™

1 n—l).

=v(=ap_1u" "t — .. = av" % — agu

Also folgt v | u™ = uu™"!. Da ggT(u,v) = 1 folgt mit (a), dass v | u"~ 1. Wiederholen dieses
Arguments ergibt v | u. Es ex. also ein k € R, s.d. u = vk also a = ”—kk = % € R.

Weiter ist

Q" 4 ap_1a" 4. 4+ag=0

n—1 2

= a(—« —ap_1a" " — ... —a1) = ap.

Also folgt « | ag. O
(c) Beh.: X3+aX?+bX +1 € Z[X] ist genau dann irreduzibel in Z[X] wenn a # b und a+b # —2.

Beweis. o , = ”: Kontraposition. Sei a = b. Dann ist f(—1) = -1+ a—a+ 1 = 0, also
(X+1)] fin Q[X]. Es ex. also ein g € Q[X], s.d. f =g (X +1), wegen deg(X +1) =1
und f # 0 folgt deg(g) = 2, also g & Q[X]*. Also f reduzibel in Q[X]. Da f ¢ Z und f
primitiv, folgt mit Gauf, dass f auch reduzibel in Z[X] ist.
Sei nun a + b= —2. Dann ist f(1)=1—-2—-b+b+1=0. Also (X —1) | f. Mit analoger
Argumentation von oben, ist also f reduzibel in Z[X].

e ,<=":Seinun a # b und a + b # —2. Ang.: f reduzibel in Z[X]. Dann ist f reduzibel in
Q[X] und einer der nichttrivialen Faktoren hat Grad 1, also ex. o € Q, s.d. (X — ) | f.
Damit folgt f(a) = 0. Da f normiert folgt mit (b), dass @ € Z und a | ag = 1, also
a € Z* = {£1}. Aber

a+b#—2
f)y=1+a+b+1 # 0
) =—l4a—btlea—b £ 0
Also f(a) #0 4.
O

Aufgabe 4. (a) Beh.: Fiir f € K[X] ex. ein solches a € R und I(f) ist unabhingig von der Wahl
von a.

Beweis. Existenz: Sei f € K[X] und (p;)icr ein Vertretersystem der Primelemente von R. Dann

wihle ) .
0= Hp;mm(vz(f)’ )
iel
Damit ist v;(a) > 0 Vi € I, also a € R. Sei nun ¢ € I beliebig. Dann ist nach Gaufs, da R
faktoriell

—ui(f) +ui(f) =0 w(f) <0

vi(af) = vi(a) + v;(f) = —min(v;(f),0) + v;(f) = {Ui(f) >0 vi(f) >0

Also af € R[X].
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Wohldefiniertheit: Seien a,a’ € R mit af,d’f € R[X]. Dann ist fiir €,, €6, € R*:

L(f) = a 'I(af)
= eaHp;vi(“)Hp;{i(af)

i€l el
= e [0
el
Gaub (F
au EaHp;) N
el

é Hpvz(a )+vi(f)— Uz(a )

el
Gﬂlﬁ H —UL(Q)H vi(af)
= D;
i€l el
= ()
= Ia’ (f)

Fiir f =32X?+ X — 5 € Q[X]
I(f) = (7 f)= (3X2 +7X —35) = L

Beh.: Fiir f,g € K[X] gilt I(fg) = I(f)I(g).

Beweis. Seien f,g € K[X]. Dann ex. mit (b) a,b € R mit af,ag € R[X]. Dann ist
I(fg) =b"ta ' (abfg) = a  I(af)b ' I(bg) < I(abfg) = I(ab)I(bg).

Es geniigt also die Behauptung fiir f, g € R[X] zu zeigen. Dafiir gilt mit (p;);c; Vertretersystem
der Primelemente in R:

_ prl(fg) Gauf H vi(f)+vig) _ Hp )Hp;{i(g) = I(f)I(g).

icl icl icl icl

Seir € R, f € R[X] und h(z) = f(X +r) € R[X]. Beh.: I(h) = I(f).

Beweis. Falls deg(f) = 0, folgt f = h und damit die Behauptung. Sei also deg(f) > 1. Dann sei
a = I(f). Dann existiert ein f primitiv, s.d. f = af. Dann ist

Y ar(F(x +7) = I(HIFX +7)).

Es geniigt also zu zeigen, dass f(X + r) primitiv, denn dann ist I(f(X +r)) = 1 und damit
I(h) = I(f)-

7.7 f(X + r) primitiv. Sei dazu p € R Primelement beliebig. Es sei deg(h) = deg(f) =n e N
und f = ap X"+ ... +aound h = a, X" + ... + Go mit a;,a; € R fiir j € Ny, j < n. Es ist
an = ap # 0. Falls vy(a,) = vp(@,) = 0, dann fertig. Falls v,(a,) = vp(a,) > 0, dann ex. ein
keN,sd VjeNmitk<j<n:p|ajund ptk,da f primitiv. Dann betrachte

I(h) = I(f(X + 1)) = I(af (X + 1))

ap = ay + Z oja; aj € R.
j=k+1
Dap | a;firk+1 < j <nfolgtp | Z;-L:kﬂ aja; und p 1 ay, also p { ax. Also folgt v, (f(X+7)) =
v,(h) = 0. Da p beliebig, folgt f(X 4 r) = h(X + ) primitiv. O

Aufgabe 5. (a) Beh.: Z[i]* = {£1, +i}.
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Beweis. Esist z € Z[i]|* <= N(z) = 1. Offensichtlich ist N(1) = N(—1) = N(i) = N(—i) =1,
auRerdem folgt aus N(z) = 1 mit 2 = a + ib fiir a,b € Z: a®> +b*> = 1, also a = 0 oder b = 0.
Falls a =0 = b € {£1}, analog fiir b = 0. Also insgesamt z € {£1, +i}. O

(b) Sei p € Z Primzahl mit p = 4n + 1 mit n € N. Beh.: p | (2n)!? + 1.

Beweis. Nach dem Satz von Wilson gilt
(p—1)!'= -1 (mod p)
Durch Umsortierung folgt mit p = 4n + 1
1(p—1)2(p—2)-...-2n(p — 2n) = —1 (mod p)
Da p — k= —k (mod p) Vk < p, folgt
1(=1)2(=2) - ...-2n(—2n) = (—1)*"(2n)!? = —1 (mod p)
Damit folgt
(2n)!? = -1 (mod p)
Also ist
(2n)1? +1 =0 (mod p).

Also p | ((2n)1? +1). O
Beh.: pt ((2n)! £1).

Beweis. Ang.: p | ((2n)! £4). Dann ex. k € Z[i] mit (2n)! + ¢ = pk und k = a + b mit a,b € Z.
Dann ist

2n)!+i= (4n+ 1)(a + ib)
= (4n+ 1)a +i(4n + 1)b.

Also folgt +1 =b(4n+ 1), aber b€ Z 2. O
———

>1
(c) Sei p € Z[i] Primelement mit 7 | p in Z[i]. Beh.: N(7) = p und p = a? + b? fiir a,b € Z.

Beweis. Da 7 | p ex. ein k € Z[i] mit p = wk. Es ist k ¢ Z[i]*, denn ang. k € Z[i]* = n=p,
also p Primelement in Z[i] 4 (b).

Es ist weiter p? = N(p) = N(m)N (k). Da Z faktoriell, p Primzahl in Z, p? # 0 und , k & Z[i]*
folgt N(m), N(k) # 1 und damit N(7) = N(k) = p, also N(7) = p und damit p = a? + b? fiir
a,beZ. 0



