1 FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

1 Funktionen und Stetigkeit

Definition 1.1 (Funktion). Es sei D C R eine nichtleere Teilmenge. Eine reellwertige oder
komplexwertige Funktion auf D ist eine Abbildung:

f:D—-R bzw. f:D—C.

Fiir zwei Funktionen f,g: D — R(oder C) definieren wir

(f+9)(@) = f(z) +g(x)
(f —9)(@) = f(z) — g(x)
(f-9)(z) = f(x) g(z)
! (z) f(z)
g 9()

1.1 Grenzwerte bei Funktionen

Definition 1.2 (Berithrpunkt). Sei D € R. Ein Punkt a € R heifst Berithrpunkt von D, falls in
jeder -Umgebung von a, d.h.

Us(a) :=]a — 6,a + d[= (a — 0,a + 9).
mindestens ein Punkt von D liegt, d.h.

la—d,a+d6[ND=#0 Vé>0.

Beispiel 1.3. 1. a € D = a Beriihrpunkt von D
2. D =]0,1], 0 ist Berithrpunkt von D, denn Vé > 0] —4,6[N]0,1[# 0,da d >0
3. D =1,2],0 ist kein Beriihrpunkt von D, denn z.B. fiir § = § :

]—%,%[0[1,2] — 9.

Lemma 1.4 (Aquivalente Definition von Beriihrpunkten). a ist ein Beriihrpunkt von D <= 3
Folge (an)neny € D mit lim, oo a,, = a

Beweis. durch Behauptung O

Definition 1.5 (Grenzwert bei Funktionen). 1. Sei f : D — R, D C R und z sei ein Be-
rithrpunkt von D. f hat in 2y den Grenzwert (oder limes), yo € R, falls

Ye>0 35>0:|f(x)—yo| <e Vae€D,|z—mx <.

Schreibweise:
lim f(z) = yo.

T—rTo
Yo ist eindeutig bestimmt.

yo kann von D abhéngig sein und man schreibt daher zur Verdeutlichung ein x € D darunter.

2. Sei z¢ ein Beriihrpunkt von D N ]z, 0o[. Dann hat f in zy den rechtsseitigen Grenzwert yq
hat, falls
lim = € DN]xzg, oo[f(x) = yo.

T—To
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Schreibweise
lim+ f(x)=wyo
$—>£C0
li = yp.
Jim f(x)=1yo

3. Sei xg ein Beriihrpunkt von DN| — oo, xg[. Dann hat f in 2o den linksseitigen Grenzwert

Yo, falls
lim x € DN]zg, oo[f(x) = yo.
Tr—rTo
Schreibweise:
lim f(z) = yo
$—>.',C0
lim = 1o.
Jim f(@) =wo

Beispiel 1.6 (Heaviside Funktion). H : R — R, def. durch

1 x>0
H(z):= < 3 x=0.
0,z <0
Fiir x9 > 0 gilt lim,_,,, H(z) = 1.
Beweis. Sei € > 0, wihle § := %2 > 0. Dann gilt
H(z) - 1] =0<e VxeRﬂ]xo—%,xo+%][.
O
Analog finden wir, dass fir zy < 0 gilt lim,_,,, H(z) = 0.
lim,_,o H(x) existiert nicht!
Beweis. Angenommen: lim,_,o H(z) = yo.
Dann wéhlen wir e = i, dann ex. § > 0 mit
1 .
|H(z) — yo| < 1 Vz mit z €] — 4,0/
= 1=|H(=0)|— H(S)| < |H(=0) — yo| + |yo — H(0)| < + + I = 1 Widerspruch!
= lim,_,o H(z) existiert nicht. O

Es gibt lim, o H(z) = 0 und lim,~\ o H(x) = 1, weil

|H(z) =0/ =0 Yze]—340
\H(z) — 1] =0 Vae]0,d].

Lemma 1.7 (Restgliedabschitzung der Exponentialreihe).

> .n N _n
x x
n=0 n=0

, d.h.
xn
ﬁ.

Rn+1(I) = Z
n=N+1
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Fir R,41(x) gilt

|$|N+1 N+2
R, <2———, Viz|<—,N €Ny
Beweis.
oo n N+1 2
z 2| Ed d
R, = 1
[ (@) n:%:Hn! (N 1) <+N+2 (N+2)(N+3)+
2 3
AR U A R S A A
N+1 N+2 N+2 N +2

< LGy PR
(N+1)! 2 4

~Wn ()

|| N+1
(N +1)V
[
Beispiel 1.8.
lim exp(x) = 1.
z—0
Beweis. Sei € > 0, wihle § := {. Dann gilt Vo € | — §, {[, wobei O.B.d.A. §{ <1, dass
B Elaa € €
|exp(z) — 1| = |Ro41] < 2 0+ 1 = 2|x| <2~Z =5 <€
O

Lemma 1.9 (Folgenkriterium). Sei f: D — R, D C R und z( ein Beriithrpunkt von D. Dann
gilt

lim f(z)=yo <=V Folgen (zy)neny C D mit lim x, = ¢ gilt hm f(zn) = yo.

T—xo n— o0

Beweis. e ., —":Sel (xp)neny C D mit lim,, o z, = zp.
Zu zeigen: lim, o f(20) = yo. Sei also € > 0, nach Def. von lim,_,,, f(z) existiert ein 6 > 0,
s.d.
|f(z) —yo| <€ VzeDmit|z—xo <4
Zu 6 > 0 ex. ein Index ng € N mit |z, —zo| < Vn > ns.
= |f(zn) —yo| <€ Yn>mns
o , < 7 Zu zeigen.: limy, ., f(x) = yo, d.h.
Ve>030>0:|f(x) —yo| <€ VYaxeD:|r—ux <6

Angenommen das gilt nicht.

Dann ey > 0, s.d. V6 > 0 ein z € D mit |z — 29| < § und |f(x) — yo| > €o.

= Fiir alle n € N 3z,, € D mit |z, — 0| < 2 und |f(z) — yo| > €0

— Diese (,,)nen definieren eine Folge mit lim,,,oc ,, = X0, aber |f(zn) —yo| > €0 Vn €N
= f(x,) konvergiert nicht gegen yo. Widerspruch!

—> Annahme ist falsch = Behauptung

1.2 Stetigkeit
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Definition 1.10 (Stetigkeit). Sei f: D — R, und a € D. f heifit stetig im Punkt a, falls

lim f(z) = f(a).

r—a

f heifst stetig in D, falls f stetig in a ist Va € D.

Aquivalente Definitionen

Definition 1.11 (Stetigkeit per € / § Argument). f ist stetig in a <=

Ve > 036 > 0mit |f(z) — f(a)] <e Vae& D mit|z—al<o.

Definition 1.12 (Stetigkeit mit Folgen). f ist stetig in a <=

V Folgen (zp)nen in D mit lim x, = a gilt, dass lim f(z,) = f(a).
n— 00 n—00

Definition 1.13 (Stetigkeit mit Bild). f ist stetigin a <= Ve > 03 > 0 s.d.

f(Us(a)) C]f(a) =€ f(a) + €[ = Uc(f(a))-

Beispiel 1.14. (1) Konstante Funktionen und die Identitit sind auf ganz R stetig.
Konstante Fkt.: Wahle § beliebig, da

VeeR: |z —a|<d = 0=|f(x) — f(a)] <e.
Bei der Identitdt: Wahle § := € > 0, denn

Ve e Rmit |z —a|<d=€¢ = |f(z) — fla)| =]z —a| <e.

(2) |-|: R — R ist stetig auf R. Das folgt aus Rechenregeln fiir Folgen,
f(@n) = fla),n =00 = |f(zn)| = |f(a)].

(3) exp: R — R ist stetig auf ganz R.
Sei a € R. Sei (2, )nen Folge mit

lim z, =a = lim (z, —a) =0.
n—oo n—oo

Aus lim,_,¢ exp(z) = 1 folgt lim,,—, o exp(z, —a) =1

= lim exp(z,) = mlﬂlm (exp(a) + exp(n — a))) = exp(a) - 1 = exp(a).

T—ra —a



