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Aufgabe A1 A2 A3 A4 A5
∑

Punkte

Aufgabe 1. Integralberechnung

(a) Integration von Monom∫ 1

0

√
x

√
x
√
x dx =

∫ 1
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x7 dx =
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0

x
7
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0
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.

(b) Produktintegration∫ 1

0

ex(1− x+ x2) dx = ex(1− x+ x2)
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

ex(2x− 1) dx

= ex(1− x+ x2)
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0
−
(
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0
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)
= ex(1− x+ x2)
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0
− ex(2x− 1)
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0
+ 2ex

∣∣∣1
0

= ex(x2 − 3x+ 4)
∣∣∣1
0

= 2e− 4.

(c) Mit Substitution t = x2 folgt∫ 1

0
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2

x3 dx =

∫ 1

0

ettx
dt

2x
=

1

2

∫ 1

0

et · t dt = 1

2

(
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0
−
∫ 1

0

et dt

)
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1

2
.

(d) Mit (tanx)′ = 1
cos2(x) folgt∫ π

4

0

x

cos2(x)
dx = tan(x) · x

∣∣∣π4
0
−
∫ π

4

0

tanx dx

Mit Substitution t = cosx folgt∫
tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
sinx

t

dx

sinx
= −

∫
1

t
dt = − ln t = − ln(cosx)

Damit folgt∫ π
4

0

x

cos2(x)
dx =

π

4
+ ln(cosx)

∣∣∣π4
0

=
π

4
+ ln

√
2

2
=

1

4
(π − ln 4).

Aufgabe 2. Weitere Eigenschaften von Integralen

(a) Sei f : [a, b]→ R stetig und ϕ,ψ : [c, d]→ [a, b] di�erenziebar.

Beh.:
d

dx

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(t) dt = f(ψ(x))ψ′(x)− f(ϕ(x))ϕ′(x), x ∈ [c, d].

Beweis. f stetig auf [a, b], d.h. es ex. eine Stammfunktion F von f mit F ′(x) = f(x). Nach dem
HDI gilt dann ∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(t) dt = F (ψ(x))− F (ϕ(x)).

Damit folgt mit Kettenregel

d

dx
(F (ψ(x))− F (ϕ(x))) = d

dx
F (ψ(x))− d

dx
F (ϕ(x)) = f(ψ(x))ψ′(x)− f(ϕ(x))ϕ′(x).
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(b) Sei f : [a, b]→ R stetig di�erenzierbar mit f(a) = 0.

Beh.: ∫ b

a

|f(x)f ′(x)| dx ≤ b− a
2

∫ b

a

f ′(x)2 dx.

Beweis. De�niere G(x) :=
∫ x
a
|f ′(t)| dt. Es folgt G(a) = f(a) = 0. Dann gilt ∀x ∈ [a, b]: G(x) ≥ 0

und G(x) ≥ f(x). Auÿerdem ist G′(x) = |f ′(x)|. Damit folgt:∫ b

a

|f(x)f ′(x)| dx ≤
∫ b

a

G(x)G′(x) dx

=
1

2

∫ b

a

(G2(x))′ dx

G(a)=0
=

1

2
G(b)2

G(a)=0
=

1

2

∣∣∣∣∣
∫ b

a

G′(x) dx

∣∣∣∣∣
2

CSU

≤ 1

2

∫ b

a

1 dx ·
∫ b

a

G′(x)2 dx

G′(x)=|f ′(x)|
=

b− a
2
·
∫ b

a

f ′(x)2 dx.

Aufgabe 3 (Funktionenfolgen und Integration). Für n ∈ N sei fn : [0,∞)→ R de�niert durch

fn(x) :=
n2x

(1 + n2x2)2
.

Beh.:

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx 6=
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx.

Beweis. Zunächst linke Seite mit Substitution t = 1 + n2x2:∫ 1

0

n2x

(1 + n2x2)2
dx =

1

2

∫ 1+n2

1

dt

t2
= −1

2

1

t

∣∣∣1+n2

1
= − 1

2 + 2n2
+

1

2

n→∞−−−−→ 1

2
.

Zu zeigen: fn
n→∞−−−−−−−→

punktweise
f(x) := 0. Sei x ∈ R beliebig.

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ x

1
n2 + 2x2 + n2x4

∣∣∣∣ n→∞−−−−→ 0.

Damit folgt

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx =
1

2
6= 0 =

∫ 1

0

0 dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx.

Da fn nicht gleichmäÿig konvergent ist, ist Satz 1.3.1 nicht anwendbar.

Beweis. Zu zeigen: fn nicht gleichmäÿig konvergent.

Sei ε > 0 und n ∈ N mit n > ε·16√
27
. Dann wähle x0 = 1√

3n
. Mit fn(x0) =

√
27n
16 folgt

|fn(x0)− f(x0)| = |fn(x0)| =

∣∣∣∣∣
√
27n

16

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
√
27ε16

16
√
27

∣∣∣∣∣ = ε.
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Aufgabe 4 (Uneigentliche Integrale und Funktionenfolgen). Für n ∈ N sei fn : [0,∞) → R de�niert
durch

fn(x) :=
1

n
e−

x
n , x ≥ 0.

Beh.: (fn)n∈N konvergiert gleichmäÿig, aber

lim
n→∞

∫ ∞
0

fn(x) dx 6=
∫ ∞
0

lim
n→∞

fn(x) dx.

Beweis. Zu zeigen: fn
n→∞−−−−−−−→

gleichmäÿig
f(x) := 0.

Sei ε > 0 und x ∈ [0,∞) beliebig. Wähle n0 > 1
ε . Wegen x ≥ 0 und n ≥ 1, folgt x

n ≥ 0 =⇒ e−
x
n ≤ 1.

Damit folgt direkt ∀n ∈ N, n ≥ n0:∣∣∣∣ 1ne− xn − 0

∣∣∣∣ ≤ 1

n
· 1 ≤ 1

n0
<

1
1
ε

= ε.

=⇒ fn
n→∞−−−−−−−→

gleichmäÿig
f(x).

Damit folgt∫ 1

0

1

n
e−

x
n dx = −e− xn

∣∣∣∞
0

= −
(
lim
x→∞

e−
x
n − 1

)
= 1 6= 0 =

∫ ∞
0

f(x) dx =

∫ ∞
0

lim
n→∞

fn(x) dx.

[0,∞) ist kein kompaktes Intervall, weshalb Satz 1.3.1 nicht anwendbar ist.

Aufgabe 5 (Stammfunktionen). Mit Produktintegration folgt sofort∫
cos(x) sin(x) dx = − cos2(x)−

∫
cos(x) sin(x) dx

=⇒ 2

∫
cos(x) sin(x) dx = − cos2(x)

=⇒
∫

cos(x) sin(x) dx = −1

2
cos2(x).
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