Leon Burgard, Christian Merten

Analysis II: Ubungsblatt 1

Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 >

Punkte

Aufgabe 1. Integralberechnung

(a) Integration von Monom

15

1 1 1 1
/O\/l‘\/mda?:/o ﬁdx:‘/oxgdx:ixsozls.

(b) Produktintegration
1 1 1
/ (1 — x4 2?) dz = e*(1 — 2 + 2?) 0—/ e’ (2x — 1) dx
0 0
1 1
=e"(1 -2+ 2?) . (e‘”(2x -1)- / 2e” dx)
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— (1 — 2 _a:2_1‘ 2¢%
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1
=e"(2? — 3z + 4)‘0

= 2e — 4.

(c) Mit Substitution ¢ = z? folgt

1 1 1 1
o de¢ 1 1 1 1
/e‘2x3dx:/ettx—:f/ et tdt == et-t‘ —/etdt = —.

(d) Mit (tanz) = Wl(m) folgt

™

/4 de:tan(x)-x
0

cos?(x)

z T
- tanz dz
0 0

. 1
_/bmx dz :_/;dt:—lntz—ln(cosx)

Mit, Substitution ¢ = cos x folgt

sinx
/tanx dx = / de =
Ccos T

Damit folgt

t sinx

i T ™ T T \/§ 1
de =T 41 ‘ =T m Y = (r—Ind).
/0 x + n(cosx)o 7 T 4(7r n4)

cos?(x) 4
Aufgabe 2. Weitere Eigenschaften von Integralen
(a) Sei f: [a,b] — R stetig und @, : [¢,d] — [a,b] differenziebar.
Beh.:
d [v@

dz /o)

f(t) dt = f(ip(x))¥' (2) = f(p(x))¢' (2),

Beweis. f stetig auf [a, ], d.h. es ex. eine Stammfunktion F von f mit F'(z) = f(z). Nach dem

HDI gilt dann o
Y (x
/ 0 d = F) - Fe)
Damit folgt mit Kettenregel
L (P@) ~ Flo@) = - F0@) ~ - Flp(e)) = F@)' () - He)e' (@)

dx
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(b) Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar mit f(a) = 0.

Beh.:
t/u 2)] de <

Beweis. Definiere G(x) := [" |f'(t)| dt. Es folgt G(a) = f(a) = 0. Dann gilt Va € [a,b]: G(z) >0

und G(z) > f(z). Auféerdem ist G'(z) = |f'(z)|. Damit folgt:

/lf Dldr < /GG’

= 21<@<» dr

GO Gy
2
I ’
G@=o - / G'(z) dz
2\ /a
CsU 1 [t b
< f/ 1d:c~/ G'(x)? dx

G'(z)=|f b—a
(@)=|f' ()] /f

Aufgabe 3 (Funktionenfolgen und Integration). Fiir n € N sei f,,: [0,00) — R definiert durch

TZQQ?

fulx) = m

Beh.:
1

i [ @) do# [t o) do
0

n— oo 0 n—o0

Beweis. Zunichst linke Seite mit Substitution ¢ = 1 + n2z2:

/1 e 1/1+”2 at 11t LN ey
_— xr = — _— = —— = = — — —.
o (14+n2x2)? 2/, 12 2¢h 2+2n2 2 2

Zu zeigen: f, %—% f(z) :== 0. Sei z € R beliebig.
punktweise

x
% + 222 + n2x4

n—oo

[fn(2) = f(2)] =

Damit folgt
1

1 1 1
lim fn(2) dx:f#Oz/ de:/ lim f,(z) dz
n—o0 Jq 2 0 o n—oo

Da f,, nicht gleichméfig konvergent ist, ist Satz 1.3.1 nicht anwendbar.

Beweis. Zu zeigen: f,, nicht gleichmifsig konvergent.

Sei € > 0 und n € N mit n > i/g Dann wahle g = f Mit f,(x0) = r" folgt

ulo0) = Fa)] = o) = |02 g;m
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Aufgabe 4 (Uneigentliche Integrale und Funktionenfolgen). Fiir n € N sei f,,: [0,00) — R definiert
durch

Beh.: (f,)nen konvergiert gleichmifig, aber

lim fn(z) dz 7&/0 nh~>nc}o fn(z) dz.

n—oo 0
Beweis. Zu zeigen: f, ———— f(z) := 0.
gleichméfig

Sei € > 0 und z € [0, 00) beliebig. Wihle ng > . Wegen # > 0 und n > 1, folgt £ >0 = e < 1.
Damit folgt direkt VYn € N, n > ngq:

n—oo
= fo ——— f(a)
gleichméfbig

Damit folgt

Y1 . e
—e n dx = —e n
O TL

oO:—(lim e_i—1>:17é02/000f(x)dx:/000 lim f,(z) dx.

0 T—00 n— o0

[0, 00) ist kein kompaktes Intervall, weshalb Satz 1.3.1 nicht anwendbar ist.

Aufgabe 5 (Stammfunktionen). Mit Produktintegration folgt sofort

/cos(:c) sin(z) dz = — cos?(z) — /cos(x) sin(z) dz

=2 / cos(x) sin(z) dz = — cos?(x)

= /cos(gc) sin(x) da = —% cos?(z).



