Sorry fiir die Verspdtung..

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen (siche Ubungsblatt)

Reelle Zahlen: z € R <= Im(z) =0 < z2=%

Dies fiihrt zur weiteren Darstellung komplexer Zahlen mit Hilfe von sin und cos.
Polardarstellung

(a)

z =r(cosp +isingp) r=|z|.

Bsp.:i=1-(cos% +isin%)
(b) Definiere e* := cosy + isiny y € R. Es folgt eine Ezponentialdarstellung.

z=r-e%mitr=|z| ¢=Arg(z).

Satz 1 (Vorteil der Exponentialdarstellung). Fiir z = re®¥ = r(cos ¢ + isin ¢)

2 = rpe'F k=1,2 gilt.

)
(b) 2122 =1T1"T9" ei(@l’f’@?)
(C) % — :; et(p1—p2)
(d) 2" = rnein¥

insbesondere gilt die Formel von de Moivre:

(ew)n = (cos ¢ + isin )™ = cos(ny) + isin(ny) = e"¥.

Beweis. (a) Z=r(cosp +ising) =r(cosp —isinp) = r(cos(—p) +isin(—yp)) =r-e %
(b)

21+ 29 = 11 - T2 (COS 1 COS (g — sin 1 sin ps) + i ((cos 1 sin ps + cos s sin 1))
= 1172(C08(¢p1 + p2) +isin(p1 + p2))
_ rlrgei(“"1+“’2)~

(c) folgt aus 2
(d) folgt aus 2

tolle Grafik von der Kostina, die gibt’s nur in der Vollversion.

Bemerkung 1 (Beobachtungen). 1. ¢ =1 <= pc {2nk |k € Z}
Beweis. durch Behauptung.

2. 1 =2 = @1 — o € {21k | k € Z}

Satz 2 (n-te Wurzel in C). Fiir n € N und 0 # w = re*? hat die Gleichung 2" = w genau n
verschiedene Losungen.

2 = reilet2mh) k=0,1,...,n—1.




Beweis. Sei z = pe. Dann:

L — pneznw = re'? — w

<~ p"=rund np = p+ 21k, k€Z

1
< o= Yrund ¢ = —(p + 27k)k € Z.

n
Betrachte: z, = {/re'Vx ¢, = % (p+27k),k=0,1,....,n—1

1. Alle z;, sind paarweise verschieden (klar).

2. Wir zeigen, dass es keine weiteren Losungen gibt. Sei z eine beliebige Losung 2" = w und
z=|z|- (cosy +isine). Es gilt |2|" = |w| und folglich |z| = {/|w| = ¥/r.
Weiterhin ist ny) = ¢ + 2nl fiir ein | € Z (wegen (e'¥)" = ™), dann ¢ = £ 4 [2Z,
Teile [ durch n mit Rest: [ =k +s-n.

l k
—=s+—,s€Z,0<k<n-—1.
n n

Dann

2 2
P = g—i——ﬁ(k—l—sn) = (Lp—i—ﬂlc) +27s.
noon non
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E Z:Zk’ogkgn—l
= Alle Losungen gefunden
O

Bemerkung 2 (Geometrische Interpretation). Die Losungen sind die Ecken eines regelméfigen n-
Ecks auf dem Kreis mit Radius |z| = /.

Im Fall w =1 heiflen z; die n-ten Einheitswurzeln.

Beispiel 1. Die dritten Einheitswurzeln sind

{eﬂ’”%,k = 071,2}

2 2
= {cos (k;r + isin(k?ﬂ-, k=0, 1,2)}
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