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3 GRUNDLAGEN

1 Einleitung
2 Derivierte Kategorien und abgeleitete Funktoren

3 Grundlagen

Wir bendtigen im Folgenden mehrmals eine bestimmte Bedingung an inverse Systeme in 4b. Wir
sagen ein inverses System (M, ),>n geniigt Bedingung (R), wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) My =0
(ii) Fiir n > 1 ist die Abbildung M,, — M,,_; surjektiv.

Lemma 3.1. Sei I eine Indexmenge, die Bedingung (I) geniigt und seien (A;)icr, (Bi)icr, (Ci)icr
und (D;);er inverse Systeme in Ab, die (R) erfiillen und seien

i i hi
(Ai)ier —— (Bi)ier —— (Ci)ier —— (Dy)ier (1)
Morphismen von inversen Systemen mit g; o f; = 0 = h; o g; fiir i € I und sei

ALl p 9,0 _h,p

der Limes von (1). Fir ¢ € I mit ¢ > I, selen A, B, C! und D} die jeweiligen Kerne der
Ubergangsabbildungen A; — A; 1, B, = B;_1, C; - C;_1 und D; — D;_;.

Sei weiter j € I, s.d. fiir alle ¢ > j die Folge

A B c; D,

K3 K3 K3
exakt ist.

Dann ist die natiirliche Abbildung
ker g/im f — ker g;/im f;

ein Isomorphismus.

Beweis. Durch Umbenennung kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass I = N. Sei j € N mit
der beschriebenen Eigenschaft. Dann betrachte das kommutative Diagramm:

A—T  imy ker g B g C h D

Aj fj im fj ker gj Bj 97 Cj ki Dj
pA pPB pc PD

T fitr . T T T gi+1 T hjt1 T (2)
Ajy1 ——— im fj41 — ker gj 11 Bji1 Cji1 Dja

| | | |

ker pa,_, ker pp,, , — ker pc,,, — ker pp

i+1

Injektivitdt: Sei (b;);en € ker g, sodass b; € im f;. Dann existiert ein a; € A;, sodass f;(a;) = b;. Da
pa surjektiv, existiert ein x € Aj;1, sodass pa(x) = a;. Sei y = fj11(x). Weil (2) kommutativ, ist
pe(y) = b;. Da (b;);en ein kompatibles System ist, gilt zudem pg(b;4+1) = b;. Alsoist bj 11—y € ker pp.
Weil y,b;41 € ker g;y1, existiert aufgrund der Exaktheit der unteren Zeile ein & € ker p4, sodass
fi+1(Z) = bj41 —y. Nun setze aj41 = & + x. Dann ist fj11(a;11) = bj41 und pa(a;11) = a;, denn
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Z € ker pa. Konstruiere so induktiv eine kompatible Familie (a;);>; mit f(a;) = (b;);>;. Flir ¢ < j
setze a; = pa,,, (a;4+1). Die Kommutativitét von (2) liefert dann ein kompatibles System (a;);en mit

fla;) = (bi)ien

Surjektivitéit: Sei b € ker g;. Weil pp surjektiv, existiert dann ein y € B;1, sodass pp(y) = b. Sei z =
gj+1(y). Aufgrund der Kommutativitit von (2) ist dann po(2) = pe(g5+1(v)) = 9;(pB(y)) = g;(b) =0,
also folgt z € ker pc. Da hji10gj41 = 0 folgt h,11(2) = hj+1(gj+1(2)) = 0. Da die untere Zeile exakt
ist, existiert nun ein § € ker pp, s.d. g;+1(g) = 2. Alsoist y— g € ker g;11 und pp(y—9) = pa(y) = b.
Setze bjy1 = y — ¢ und b; := b. Dann konstruiere induktiv eine kompatible Familie (b;);>; mit
b; € ker g;. Fiir i < j setze wie oben b; := pp, ., (bi+1). Erneut liefert die Kommutativitét von (2) ein
kompatibles System (b;);en € ker g mit b; = b. O

4 K-injektive und K-projektive Auflosungen

Sei im Folgenden A eine feste abelsche Kategorie und K = K(A) die Komplexkategorie mit Komplex-
homomorphismen bis auf Homotopie als Abbildungen.

Definition 4.1 (K-injektiv bzw. K-projektiv). Ein Komplex X*® € K heifit K-injektiv (bzw.
K-projektiv), wenn fiir alle S® € K, der Komplex Hom*®(S®, X*) (bzw. Hom®(X*, S®)) exakt ist.

Bemerkung 4.2. Mit ?? ist X* genau dann K-injektiv (bzw. K-projektiv), wenn VS® € K exakt:
Mork (S®[i], X*) = 0 (bzw. Mori(X*,S*[i]) = 0) Vi € Z. Da Verschieben Exaktheit erhalt folgt also

X*® K-projektiv <= Mor(X®,5°) =0 VS*® exakt

X* K-injektiv <= Morg(S°®, X®) =0 VS* exakt.

4.1 Elementare Eigenschaften von K-injektiven und K-projektiven Kom-
plexen

Bemerkung 4.3. Ein exakter K-projektiver oder K-injektiver Komplex X* ist zusammenziehbar,
d.h. ist nullhomotop.

Beweis. Betrachte idy. € Hom’(X*®, X*) = Morx (X*®, X*) = H'Hom®(X*, X*) = 0. Also ist idxe =
0 und damit X*® =0in K. O

Satz 4.4. Sei X* € K mit X = 0 Vi # 0. Dann ist X*® K-injektiv (bzw. K-projektiv) genau
dann wenn A° injektiv (bzw. projektiv) in A ist.

Beweis. ,, = " Sei X* K-projektiv und S®* =0 — M — N — P — 0 kurze exakte Folge in A. Sei
f: X% — P. Das induziert einen Komplexhomomorphismus X*® — S°®

0 0—— X0 —— 0
|
M Nt p 0

Nach Voraussetzung ist dieser nullhomotop, d.h. es existiert k: X0 — N, s.d. f = vk. Also ist
Hom(X° N) — Hom(X?, P) surjektiv und damit X° projektiv.

, <= " Sei nun X° projektiv, S®* € K exakt und f: X* — S* Komplexhomomorphismus. Dann
betrachte
diag.

Da X° projektiv, existiert k: A% — S~ s.d. fO = d=1k°. O
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Satz 4.5. (i) X* € K ist K-projektiv (bzw. K-injektiv) genau dann wenn X *[1] dies ist.

(ii) Falls zwei Punkte eines ausgezeichneten Dreiecks in K K-projektiv (bzw. K-injektiv) sind,
dann auch der dritte.

Beweis. (i) Das folgt, daraus dass fiir X*®,S® € I gilt: S® exakt <= S°[—1] exakt und

Morxc (X*, 8°[—1]) = Mork (X°[1], S*).

(if) Sei (X°*,Y*, Z° u,v,w) ein ausgezeichnetes Dreieck mit X*,Y® K-projektiv und S® exakt. Nach
Anwenden von Mory(—, S®) ?? ist dann
Mor(X°*[1],S°®) — Morx(Z°,5°) — Morg(Y*,S°)
[ — —_———
=0 =0

exakt und die duferen Terme 0 nach Voraussetzung und (i). Also folgt Morx(Z*, S®) = 0, also
Z* K-projektiv. Der allgemeine Fall folgt nun mit ?7.

O

Satz 4.6. Sei P* € K. Dann sind dquivalent
(i) P* K-projektiv
(ii) Fir X* — Y* Quasiisomorphismus in K ist der natiirliche Homomorphismus
Morx (P®, X*®) — Morx(P*,Y*)
ein Isomorphismus.
(iii) Fiir S® € K ist der natiirliche Homomorphismus
Mork (P*, S*) — Morp(P*,S°)

ein Isomorphismus.

Beweis. (i) = (ii): Sei f: X* — Y ein Quasiisomorphismus. Dann ist

[ ) f L] L] ()
X Y 3 X°[1]
ein ausgezeichnetes Dreieck und C% ist nach ?? exakt. Anwenden von Mory (P*, —) liefert mit 77 eine
exakte Folge:

Mory(P*, C$[~1]) —— Morg(P*, X*) —— Morg(P*,Y*) —— Morx(P*,C}) .
~—_——
=0 =0

Die dufleren Terme sind 0, da P* K-projektiv, also folgt der behauptete Isomorphismus.

(ii) = (iii): Injektivitiit: Sei f: P* — S°®, s.d. id™'f = 0. Nach ?? existiert ein ¢: S* — T Quasiiso-
morphismus, s.d. tf = 0. Nach (ii) ist ¢,: Mori(P*®,S®) — Morx(P*®,T*) injektiv, also folgt f = 0.
Surjektivitét: Sei a € Morp(P*®,S*®). Dann ist a ein Diagramm in K

N
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mit s Quasiisomorphismus. Nach (ii) ist s,: Morx(P*,S®) — Morx(P*®, M*) surjektiv, also existiert
ein g: P* — S°, s.d. sg = f. Also kommutiert

I

M® «~—— S5

7

Damit folgt a = gid ™.
(iii) = (i): Sei S*® exakt. Dann ist S® — 0 ein Quasiisomorphismus, also S® = 0 in D, also

Motk (X*, 5*) ™ Morp (X*, $*) = Morp(X*,0%) = 0.

Satz 4.7. Sei P* € K. Dann sind dquivalent

(i) P* K-projektiv.
(if) Fir alle Diagramme in K
M.

p* —— N*

mit s Quasiisomorphismus, existiert genau ein g: P* — M*®, s.d. sg = f in K.

(iii) Fiir alle Quasiisomorphismen u: S® — P*® in K existiert ein v: P®* — S*, s.d. uv = idpe in
K.

Beweis. (i) = (ii): Betrachte das gegebene Diagramm in D:

X.
1
T s
A1
P. ld f Y.
Da s Quasiisomorphismus, ist s Isomorphismus in D, also existiert ein g: P®* — X* in D, sodass das
Diagramm kommutiert. 4.6 (iii) liefert das gewiinschte Diagramm in K.

(if) = (iii): Betrachte
S.
P* id P*
Da s Quasiisomorphismus existiert mit (ii) ein f: P®* — S°, s.d. sf = idpe.
(iii) = (ii): Erneut mit ?? geniigt es zu zeigen, dass fiir S* € K Morx(P*,S®) — Morp(P*,S°®)

bijektiv ist. Injektivitéit: Sei f: P®* — S® mit id™*f = 0 in D. Dann existiert nach ?? ein t: T — P*®
Quasiisomorphismus mit ft = 0. Also existiert mit (iii) ein s: P®* — T*, s.d. ts = idpe, also

f=fidpe = ft 5s=0.
o

Surjektivitét: Sei a: P* — S® in D. Dann ist a gegeben durch ein Diagramm

P-/Q.\fﬂ?
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in K mit s Quasiisomorphismus. Nach (iii) existiert ein ¢: P* — @Q® mit st = idpe. Dann ist

0*
A TN
P* P s

L ft
id J,ld /

ein kommutatives Diagramm in /C, also folgt s~'f =id~*(ft) in D. O

Durch Umdrehen aller Pfeile erhalten wir analog:

Satz 4.8. Fiir jeden Komplex I* € K sind dquivalent:

(i) I* K-injektiv
(ii) Fir S® € K ist der natiirliche Homomorphismus
Mory(S®,I°) — Morp(S®,I°*)
ein Isomorphismus.

(iii) Fiir jedes Diagramm in K

ve Lo

JS
X.
mit s Quasiisomorphismus, existiert genau ein g: X*® — I°®, s.d. das Diagramm kommutiert.

(iv) Fir jeden Quasiisomorphismus u: I* — S*® in K existiert ein v: S® — I°®, s.d. vu =idje in
K.

4.2 Spezielle inverse und direkte Systeme

Um fiir einen Komplex A® eine K-injektive bzw. K-projektive Auflésung zu erhalten, konstruieren
wir bestimmte inverse bzw. direkte Systeme deren Limites die gewiinschten Auflésungen liefern. Dazu
bendétigen wir folgenden Begriff:

Definition 4.9 (Spezielles inverses System). Sei J C K eine Klasse von Komplexen.

(a) Ein inverses System (I)nen in K heifit J-spezielles inverses System, falls folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

(i) Falls n =1, dann ist I = 0.

(ii) Falls n > 1, dann sei C% der Kern der natiirlichen Abbildung I% — I*_,. Dann ist
Cy € J und die kurze exakte Folge

0—=Cr—1I>—1I_ =0
zerfallt stufenweise.

(b) Die Klasse J heifit abgeschlossen unter speziellen inversen Limites, falls jedes [J-spezielle
inverse System in K einen Limes in J besitzt und jeder Komplex in I, der isomorph ist zu
einem Komplex in 7, bereits in J ist.

Im Folgenden mochten wir zeigen, dass die Klasse der K-projektiven Komplexe abgeschlossen unter
speziellen inversen Limites ist. Dazu benotigen wir die folgenden Lemmata:
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Lemma 4.10. Sei 7 eine Klasse von Objekten von A. Sei weiter J eine unter speziellen inversen
Limites abgeschlossene Klasse von Objekten in /IC, so dass jeder Komplex A® € K mit nur einem
nicht-null Term und mit A* € J fiir 4 € Z, in J enthalten ist. Dann ist jeder nach unten
beschrinkte Komplex A® € K mit A* € J, fiir i € Z in J enthalten.

Beweis. Sei A®* € KT mit A’ € Jy fiir alle i € Z. Ohne Einschrinkung sei A* = 0 fiir alle i < 0.
Dann sind die Spalten des nachstehenden Diagramms ein J-spezielles inverses System (Sp),>o mit
Ubergangsabbildungen p,,,

0 0 0 0

A° A° A° 0

Al Al 0 0

A? 0 0 0
denn fiir n > 0 ist ker p% = [+ — 0 — A1 — 0 — -..]. Nach Voraussetzung ist also ker p,

€Jo
in J und die kurze exakte Folge 0 — ker p? — Sy — Sn_; — 0 zerfillt gradweise. Also folgt
A* =1lim Sp € J. O
—

Lemma 4.11. Die Klasse der exakten Komplexe in K(Ab) ist abgeschlossen unter speziellen
inversen Limites.

Beweis. Sei (S8)nen ein spezielles inverses System in K(Ab). Fiir i € Z erfiillt (S?.),en die Bedingung
P aus 3.1. Sei also i € Z beliebig. Dann erfiillt

(Sflil)nEN — (S:L)nEN — (S:L+1)7L€N — (SiLJrz)nEN

die Bedingungen von 3.1, da nach Voraussetzung fiir alle n > 1 ker(S® — S®_;) exakt ist. Also ist

lim Si~! —— lim §i —— lim Si+!
— — —

FoooE L

(lim S,)"! —— (lim S,,)" —— (lim S,,)**!
— — —

exakt. Da i € Z beliebig, folgt 1;12 Sy, exakt. O

Satz 4.12. Sei B eine weitere abelsche Kategorie und J C K(B) abgeschlossen unter speziellen
inversen Limites. Angenommen inverse Limites existieren in A und sei F': K(A) — K(B) ein
kovarianter Funktor, der mit inversen Limites vertauscht und gradweise zerfallende kurze exakte
Folgen erhalt.

Dann ist F~1(J) € K(A) abgeschlossen unter speziellen inversen Limites.

Beweis. Sei (S%)nen ein F~1(J)-spezielles inverses System. Dann ist (F(S2))nen ein J-spezielles
System, denn
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(i) F(S1) = F(1) = 0, da F' mit inversen Limites vertauscht und die Null der Limes des leeren
Diagramms ist.

(ii) Fir » > 1 ist nach Voraussetzung
0 — ker p, —— S* 25 8%  ——0

exakt, zerfiillt gradweise und ker p,, ist in F~1(J). Nach Voraussetzung ist damit

F(pn) ( °

0 —— F(ker p,) —— F(S2) —= F(Sp_y) —— 0

exakt und zerfillt gradweise. Aus der Exaktheit folgt damit auch ker F(p,) = F(ker p,), also
ker F(p,) € J.

Also F(lim S2) =lim F(S2) € J und damit lim S5 € F~1(7). O
— — —

Korollar 4.13. Sei Z eine Klasse von Komplexen und angenommen in A existieren inverse
Limites.

Dann ist die Klasse aller Komplexe A® € K, sodass Hom®(T®, A®) exakt ist fiir alle T® € Z, abge-
schlossen unter speziellen inversen Limites. Insbesondere ist die Klasse der K-injektiven Komplexe
abgeschlossen unter speziellen inversen Limites.

Beweis. Sei J die Klasse der exakten Komplexe und fiir 7* € 7 sei Epe die Klasse der Komplexe
A®, sodass Hom®(T®, A®) exakt ist. Dann ist £« = Hom®(7*,—)~(J). Hom®(T*, —) erfiillt die
Voraussetzungen von 4.15, denn:
(i) Nach 4.11 ist J abgeschlossen unter speziellen inversen Limites.
(ii) Wegen ?7 ist Hom®(7®, —) rechtsadjungiert und vertauscht daher mit Limites. Aufierdem ist
Hom®(T*, —) gradweise additiv, erhélt also gradweise zerfallende Folgen.
Also ist Epe und damit (. <7 T+ abgeschlossen unter speziellen inversen Limites.

Das Insbesondere folgt wenn Z = J gesetzt wird. O

Wenn wir alle Pfeile umdrehen erhalten wir die folgende Definition und Ergebnisse:

Definition 4.14 (Spezielles direktes System). Sei P C K eine Klasse von Komplexen.

(a) Ein direktes System (Pq)nen in K heifit P-spezielles direktes System, falls folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

(i) Falls n =1, dann ist Pt = 0.

(ii) Falls n > 1, dann sei Cp der Kokern der natiirlichen Abbildung P;_, — Py. Dann ist
C» € P und die kurze exakte Folge

0—-Py ,—>Py—Cr—0
zerfallt stufenweise.

(b) Die Klasse P heifit abgeschlossen unter speziellen direkten Colimites, falls jedes P-spezielle
direkte System in /C einen Colimes in P besitzt und jeder Komplex in I, der isomorph ist
zu einem Komplex in P, bereits in P ist.

Durch Umdrehen aller Pfeile, erhalten wir auch eine duale Version von 4.10. Ebenfalls analog gilt:
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Satz 4.15. Sei B eine weitere abelsche Kategorie und J C K(B) abgeschlossen unter speziellen
inversen Colimites. Angenommen direkte Colimites existieren in A und sei F: K(A) — K(B)
ein kontravarianter Funktor, der direkte Colimites in inverse Limites iiberfithrt und gradweise
zerfallende kurze exakte Folgen erhélt.

Dann ist F~1(J) C K(A) abgeschlossen unter speziellen direkten Colimites.

Korollar 4.16. Sei Z eine Klasse von Komplexen und angenommen in A existieren direkte
Colimites.

Dann ist die Klasse aller Komplexe A® € K, sodass Hom®(A®,T*) exakt ist fiir alle T* € Z,
abgeschlossen unter speziellen direkten Colimites. Insbesondere ist die Klasse der K-projektiven
Komplexe abgeschlossen unter speziellen direkten Colimites.

Definition 4.17. Angenommen inverse (bzw. direkte) Limites existieren in K und sei G eine
Klasse von Komplexen in K. Dann nennen wir g (bzw. g) die kleinste Klasse von Komplexen in

IC, die abgeschlossen unter speziellen inversen (bzw dlrekten) Limites ist und G enthélt.

4.3 Existenz von K-projektiven und K-injektiven Auflésungen

4.3.1 Linksauflésungen

Sei P eine Klasse von Komplexen in K. Die folgenden Bedingungen an P sind dquivalent:

(1) Jeder nach oben beschrinkte Komplex A® € K hat eine Auflsung P®* — A® nach links mit
P*® € P und P*® nach oben beschrinkt.

(2) Fiir alle A* € K und n € Z, existiert ein P* € P mit H'(P®*) = 0 fiir i« > n und ein Kom-
plexhomomorphismus f: P* — A®, der einen Isomorphismus H'(P*) — H'(A®) induziert fiir
1 <n.

Beweis. (1) = (2): Sei A* € K und n € Z. Dann ist 7<,, A® nach oben beschrénkt, also existiert
ein P* € P und ein Quasiisomorphismus s: P* — 1<, A®. Durch Komposition mit dem natiirlichen
Komplexhomomorphismus 7<, A* — A® erhalten wir ein f: P* — A®. Fiir i > n ist nun H*(P*) =
Hi(r<,A®) = 0. Fiir i < nist H (1<, A*) = H'(A®), also induziert f den gewiinschten Isomorphismus.

(2) = (1): Sei A* € K~. Ohne Einschrinkung ist A* = 0 fiir alle i > 0. Dann existiert fiir

n=0ein f: P* — A® mit P* € P und f induziert H'(P*) =) g = Hi(A®) fiir i > 0 und
H(P*) o, H(A®) fiir i < 0. Also ist f ein Quasiisomorphismus. O

~

Im Folgenden nehmen wir an, dass P die Eigenschaft (1) erfiillt.

Beispiel 4.18. Falls A geniigend Projektive hat, kénnen wir P als die Klasse der nach oben be-
schrinkten Komplexe P* € K mit P! projektiv fiir alle i € Z wiihlen.

Ein solches P* ist K-projektiv, denn: Fiir alle eingradigen Komplexe Q® mit Q' projektiv fiir alle i € Z
ist @Q°® nach 4.4 K-projektiv. Da nach 4.16 die Klasse der K-projektiven abgeschlossen unter speziellen
direkten Colimites ist, folgt mit dem Dual von 4.10, dass P* K-projektiv ist.

Erneut nach 4.16 sind die Komplexe in P damit ebenfalls K-projektiv.
—
Unser Ziel ist nun fiir einen gegebenen Komplex A® eine Auflésung nach Links durch einen Komplex

aus P zu konstruieren. Dazu schneiden wir den Komplex nach oben ab und 16sen schrittweise auf. Das
folgende Lemma fiihrt diese Konstruktion aus.
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Lemma 4.19. Sei A® € K. Dann existiert ein P-spezielles direktes System (P3),>_1 und ein di-
rektes System von Kettenhomomorphismen f,: Py — 1<, A®, sodass f, ein Quasiisomorphismus
ist fir alle n > 0.

Beweis. Wir gehen induktiv vor. Setze P*; = 0 und f_; = 0. Nach (1) existiert ein Quasiisomorphis-
mus fo: P§ — 7<0A® mit Py € P.

Sei nun 7 > 1 und seien P*,,...,Py_; und f_q,..., f,—1 konstruiert mit P € K~. Dann setze
P* =Py |, B* =71<, A% Es sei ap_1: 7<n-1A4°* = 7<, A® der natiirliche Komplexhomomorphismus

und f = an—lfn—l-

Da B* = 7<,A® und P* nach oben beschrinkt sind und O} = P**' @ B’, existiert mit (1) ein
Quasiisomorphismus g: @* — C}[—1] mit @*[1] € P und Q° nach oben beschriinkt. Da gradweise
Ci[-1] = Pi® B list g = (g;)iez ist g gradweise gegeben durch ¢g/: Q° — P’ und ¢/: Q* — B~ 1.

Betrachte fiir ¢ € Z das folgende kommutative Diagramm:

o do ot — ...
l(g’yg”) l(g’yg”) ()
. _— dogr-1y . 1 )
— PlepBt L PHlgB ...

In Matrixnotation ist

Also folgt

de,[-1] = ~dc, = (__dﬁ[ll]] —23) |

Auswerten von (x) in beiden Summanden liefert nun

dpg' = ¢'dg (3)
g"dg =—fg —dpg". (4)

Aus (3) folgt, dass ¢': @* — P* ein Komplexhomomorphismus ist. Setze nun h: C* , — B® durch

h(z,y) = g"[1](x) + f(y).

Betrachte nun fiir © € Z das folgende Diagramm:

. ,dc_l . .
'4)Ql+1@PZ49>QZ+2@PZ+14>"'

In Matrixnotation ist

Also ist h Komplexhomomorphismus. Bleibt zu zeigen, dass h ein Quasiisomorphismus ist. Dafiir
geniigt es nach ?? zu zeigen, dass C}, exakt ist. Behauptung: C} = C* [1].

Es ist gradweise fiir i € Z

Ch=Cl'eB =Q™"ePrtheB =Q e PMeB)=Q"aC;=C" 1.



4.3 Existenz von K-projektiven und KtinjékENFRIATAGE1DND K-PROJEKTIVE AUFLOSUNGEN

Fiir die Differentiale gilt, wieder in Matrixnotation:

do[l] 0 —do 0 0

de_,[1] 0© N 1 o ,
de, = (= n=\-¢[ d - —dp 0
“ < h[]-] dB) ((jl[l} f1)3[>1] dB gg// fP dB

Analog folgt
dC—g[l]Z(d?Ll] 0 )mz (il;?,[i][l] (dp[l] 00>[_1] ] = _;ZQ —?lp 8

doi—
Crl=1l -9 flll  ds f ds

Also folgt die Behauptung. Da g und demnach —g ein Quasiisomorphismus ist und Verschieben Ex-
aktheit erhilt, folgt damit mit ?? die Exaktheit von C* [1].

Setze nun P? := C* , und f, = h. Da nach Voraussetzung P* und Q°® nach oben beschrinkt sind,
ist auch C:g/ nach oben beschrankt.

Sei pp,_1: Py_; = P* — P2 die natiirliche Abbildung. Dann ist p,_; gradweise gegeben durch die

n—1 —
natiirliche Inklusion P! — Q! @ P’. Also folgt coker p,_; = Q®[1] € P und wir haben gradweise
zerfallende exakte Folgen:
0 —— pi 2L Qitlgpi — 5 QL — 0 .

Also ist (Pr)n>—1 ein P-spezielles direktes System. Aufierdem ist nach Definition von h: f,p,—1 =
hpn_1=f =an_1fn_1, also kommutiert

An—1
Tgn_lA. 4)11 TSnA.

und (fy,)n>_1 ist ein direktes System. O

Dieses Lemma konnen wir nun anwenden, um das zentrale Ergebnis zu zeigen:

Satz 4.20. Angenommen direkte Colimites existieren in A und colim ist exakt.
—

Dann hat jeder Komplex in I eine P-Linksauflésung.
—

Beweis. Sei A* € K und (P2)n>—1, (fn)n>—1 wie in 4.19. Da direkte Colimites in A existieren und

sich diese in IC gradweise bilden, existieren direkte Colimites in K. Nach der Definition von P ist dann
—

P*® :=colim P} in P.
— —

Wir erhalten ebenfalls
f=-colim f,: P* — colim 1<, A®* = A®.
. el

Da colim exakt, folgt fiir ¢ € Z:
—
H'(f) = H'(colim f,) = colim  H(f,)
— — N
Isomorphismus

Also ist f ein Quasiisomorphismus. O

Korollar 4.21. Angenommen direkte Colimites existieren in .4 und colim ist exakt.
—

Dann hat jeder Komplex in I eine K-projektive Linksauflosung.

Beweis. Wiahle P wie in Beispiel 4.18 und wende 4.20 an. O

10



4.3 Existenz von K-projektiven und KtinjékENFRIATAGE1DND K-PROJEKTIVE AUFLOSUNGEN

4.3.2 Rechtsauflésungen

Sei J eine Klasse von Komplexen in K. Im Folgenden nehmen wir an, dass J die folgende Eigenschaft
erfiillt:

(1) Jeder nach unten beschrinkte Komplex A® € K hat eine Auflésung A®* — I°® nach rechts mit
I* € J und I°® nach unten beschrinkt.

Beispiel 4.22. Falls A geniigend Injektive hat, kénnen wir dual zu Beispiel 4.18 7 als die Klasse der
nach unten beschrinkten Komplexe mit in A injektiven Objekten wihlen.

Durch Umdrehen der Pfeile erhalten wir die duale Aussagen von 4.19 und 4.20:

Lemma 4.23. Sei A* € K. Dann existiert ein J-spezielles inverses System (I)),>_1 und ein
inverses System von Kettenhomomorphismen f,,: 72" A® — I%, sodass f, ein Quasiisomorphis-
mus ist.

Satz 4.24. Angenommen inverse Limites existieren in .4 und lim ist exakt.
—

Dann hat jeder Komplex in IC eine P-Rechtsauflésung.
—

Bemerkung 4.25. Leider findet 4.24 in A = R-Mod fiir R ein Ring keine Anwendung, da hier lim
pinal

nicht exakt ist.

Diese Voraussetzung wird jedoch nur verwendet, um zu zeigen, dass f = lim f,,: A* — lim I ein Qua-
— —

siisomorphismus ist. Wir kénnen uns der speziellen Struktur des inversen Systems (I)),>_1 bedienen,
um fiir A = R-Mod zu zeigen, dass f dennoch ein Quasiisomorphismus ist.

Satz 4.26. Sei R ein Ring und A die Kategorie der R-links-Moduln. Dann hat jeder Komplex
in K eine K-injektive Rechtsauflésung.

Beweis. Seien (I2)n>—1 und (fn)n>—1 wie in 4.23. Seien I* = lim I und f = lim f,. Es geniigt zu
= = — —

zeigen, dass f ein Quasiisomorphismus ist.

Sei i € Z beliebig. Fiir n > 1 haben wir folgendes kommutative Diagramm:

r I I,
J/f J{fn J{fnfl
A® TN A 7=2—(n—1) g

Wende nun H'(—) auf dieses Diagramm an:

Hi(I®) ——— Hi(I3) — @) prigrs_ )

JHi(f) NlHi(fn) ~lH7"(fn71) : (5)
Hi(Ao) Hi(T27”A°) Hi(Tzf(nfl)Ao)

Die rechten beiden vertikalen Pfeile sind Isomorphismen, da f; ein Quasiisomorphismus ist fiir alle
k>-1.

Sei nun n > —i + 1. Dann ist i > —n 4+ 1 > —n, also ist H(A®*) = H (127" A®) = Hi(r=2~ (=D A*),
Also sind die Abbildungen in der unteren Zeile in (5) Isomorphismen und damit ist H*(p,,): H*(I2) —
H(I2_,) ein Isomorphismus.

Betrachte nun die kurze exakte Folge

0 —— ker p, s Py e



4.3 Existenz von K-projektiven und KtinjékENFRIATAGE1DND K-PROJEKTIVE AUFLOSUNGEN

Das liefert eine lange exakte Kohomologiefolge:

) iy e ) s Hi(ker p) —— HA(I3) T8 migrs_ ) (6)

n

Anwenden des obigen Arguments auf i —1 liefert fiir n > —(i—1)+1 = —i+2 > —i+ 1 Isomorphismen
Hi(p,) und H*"1(p,). Aufgrund der Exaktheit von (6) folgt, dann dass H'(ker p,) = 0 fiir alle
n > —1i+ 2.

Sei nun m € Z beliebig. Dann setze N := —m + 1. Dann ist fiir alle n > N:
H™(ker p,) =0 = H™(ker p,).
Also ist die Folge

ker pm—1 —— ker p* —— ker pm Tt —— ker p7t? (7)

n n

fiir n > N exakt. Das System

(L nz1 —— (Inz—1 —— (L )p>0 —— (7>
erfiillt damit die Bedingungen von 3.1. Also ist die natiirliche Abbildung
H™(I*) — H™(IY)

ein Isomorphismus. Erneute Betrachtung von (5) fiir i = m und n = N liefert nun, dass H'(f) ein
Isomorphismus ist. O

12



5 ADJUNKTION VON ABGELEITETEM HOM UND TENSORPRODUKT

5 Adjunktion von abgeleitetem Hom und Tensorprodukt

Sei A ein kommutativer Ring und im Folgenden A die Kategorie der A-Moduln.

5.1 K-flache Komplexe

Um das Tensorprodukt abzuleiten, benétigen wir noch eine weitere Klasse von Komplexen.

Definition 5.1 (K-flacher Komplex). Ein Komplex M*® € K heifit K-flach, wenn fiir jeden
exakten Komplex S°® € K auch M*® ®4 S° exakt ist.

Satz 5.2. Sei M*® € K mit M* = 0 fiir 7 # 0. Dann ist M*® genau dann K-flach, wenn M flacher
A-Modul ist.

Beweis. Sei M*® € K wie im Satz. Dann ist fiir S®* € K und n € Z:
(Mo ®a So)n _ @ Mz ®a SJ — MO®Sn — (MO(X)S.)n
1+j=n
und fiir m € MY, s € S™:

Mewage (M®s) =dY(m)®as+ (—1)°m®4 ds(s) = m @4 ds(s) = drog , ge-
=0

Also ist M®* ®4 S®* = M° ®, S®. Damit folgt die Behauptung aus den Definitionen.

Satz 5.3. Sei M*® € K. Dann sind dquivalent:

(i) M* ist K-flach.

(ii) Hom®(M®,I*) ist K-injektiv fiir jeden K-injektiven Komplex I* € K.

Beweis. (i) = (ii): Sei I* K-injektiv und S® exakt. Dann ist

Hom®(S®,Hom®*(M*®,I*)) = Hom®*(S®* ®4 M*, I* ).

exakt K-injektiv

Weil M* K-flach ist, folgt S® ® 4 M*® exakt, also wegen I* K-injektiv, die Behauptung.

(ii) = (i): Sei S* azyklisch. A-Mod hat geniigend Injektive, also geniigt es wegen 7?7 zu zeigen, dass
fiir jeden injektiven A-Modul I, Hom®(S® ® 4 M*®,I) exakt ist. Dazu sei I injektiver A-Modul und

I*=]--—0—1—0---]. Dann ist nach 4.4 I* K-injektiv und damit
Hom®(S® ®4 M*®,T) = Hom®(S* ®4 M*,1°) Z Hom®(_S* ,Hom®(M*,I*))
~ —
exakt K-injektiv

exakt.

Satz 5.4. Sei M*® € K K-projektiv. Dann ist M*® K-flach.

Beweis. Sei M* K-projektiv und S*® exakt. Sei weiter I*® K-injektiv. Dann folgt

Hom®(M® ®4 S°,1°) Z Hom® (M*®, Hom®(S*, I*).

Es ist Hom®(S*®, I*®) exakt, da I® K-injektiv und damit die rechte Seite, da M*® K-projektiv ist. Also

folgt die Behauptung mit ?7?.
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5.2 Abgeleitete Hont FATKIGNIK TION VON ABGELEITETEM HOM UND TENSORPRODUKT

Satz 5.5. Sei M*® € K K-flach und exakt. Dann ist M*® ® 4 N® exakt fiir alle N® € K.

Beweis. Sei M* € K K-flach und exakt und sei N® € K beliebig. Dann existiert nach 4.21 ein P* € K
K-projektiv und ein Quasiisomorphismus P* — N°®. Da M*® K-flach, ist M*®*® 4 — ein exakter Funktor
also folgt

H'(M®*®4 N®) = M®*®4 H(N®) = M®* @4 H'(P*) = H'(M®* ®4 P°*). (8)
Wegen 5.1 ist P* K-flach, also folgt mit der Exaktheit von M*®, dass M*® ® 4 P*® exakt ist. Damit folgt
die Behauptung aus (9). O

Satz 5.6. Sei I* € K K-injektiv und exakt. Dann ist Hom®(M*®, I*) exakt fiir alle M* € K.

Beweis. Sei M*® € K beliebig. Dann existiert nach 4.21 ein P* € K K-projektiv und ein Quasiisomor-
phismus P®* — M*®. Da I* K-injektiv, ist Hom®(—, I*®) ein exakter Funktor, also folgt

H'(Hom®(M?*,1°)) = Hom®(H'(M?®),I*) = Hom®(H'(P*),I*) = H'(Hom*(P*, I*)). (9)

Da P*® K-projektiv und 7°® exakt, folgt die Exaktheit der rechten Seite und damit die Behauptung. O

Umdrehen der Pfeile liefert

Satz 5.7. Sei P* € K K-projektiv und exakt. Dann ist Hom®(P*®, M*®) exakt fiir alle M* € K.

5.2 Abgeleitete Hom® Funktoren

Satz 5.8. Seien M*®, N* € D. Dann ist RHom®(M*, N*) wohldefiniert und kann mithilfe einer
K-projektiven Auflésung von M*® oder einer K-injektiven Auflésung von N°® berechnet werden.

Beweis. In der Notation von ??7 wihle £ als die volle Unterkategorie der K-injektiven Komplexe von
K. Dann ist fiir M*® beliebig:

(i) £ ist trianguliert nach 4.5.
(ii) Fir alle N® € K existiert ein Quasiisomorphismus N® — I*® mit I°® € L.

(iii) Nach 5.6 ist Hom®(M*®, —)|; exakt.

Also existiert RHom®(M*®, —). Analog berechnet sich RHom®(—, N*) fiir N* € K unter Wahl von £
als die volle Unterkategorie der K-projektiven Komplexe von /. Beide Ableitungen stimmen iiberein,
denn fiir M*, N® € K beliebig und P* — M*® und N°®* — I* K-projektive bzw. K-injektive Auflsungen
gilt mit wiederholter Anwendung von ?? und wegen P* = M*® und N°® = I*® in D:

RHom®(M*®,—)(N°®) = RHom®(P*, —)(I*)
= Hom*®(P*, I°)
= RHom*(—,I*)(P*)
= RHom*(—, N*)(M*).
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5.3 Abgeleitetes TensordDdt¥K TION VON ABGELEITETEM HOM UND TENSORPRODUKT

5.3 Abgeleitetes Tensorprodukt

Satz 5.9. Seien M*®, N®* € D. Dann ist M*® ®Ij4 N* wohldefiniert und kann mithilfe einer K-flachen
Auflésung einer der Faktoren berechnet werden.
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