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Aufgabe 1. (a) Beh.: W ist ein Untervektorraum von V.

Beweis. 0 € W, da0(n)+0(n+1)+0(n+2)=0
Seien wy,we € W,a € K und n € N beliebig.

(awy + wa)(n) + (awr +wz)(n + 1) + (awr + we)(n + 2)
=a(wi(n) +wi(n+ 1) +wi(n+2)) + wa(n) + wa(n + 1) + wa(n + 2)

= (aw; +we) €W

=0

(b) Beh.: Sind f,g € W derart, dass f(1) = g(1) und f(2) = ¢g(2) gelten, so ist f = g.

Beweis. Seien f,g € W mit f(1) = ¢g(1) und f(2) = g(2).

Zz.:¥n € N: f(n) = g(n)
Beweis durch vollstindige Induktion

I.A.: Nach Voraussetzung gilt f(1) = g(1) und f(2) = g(2).

L.S.: Es existiere ein festes aber beliebiges n € N;n > 2 mit f(n) = g(n) und f(n—1) = g(n —1).

n —n -+ 1: Wegen f,g € W gilt:

I.V.

= fln+1)=g(n+1).
(c) Beh.: W ist endlich erzeugt.

Beweis. Definiere:

Zz.: wy,wy € W. Sei n € N beliebig.

wyp =

-1

JkeNg:n=3k+1
dkeNg:n=3k+2,
dk € Ng: n = 3k

fn=D+fn)+f(n+1)=0=g(n—1)+gn)+gn+1).

dkeNy:n=3k+1
ﬂkENo’n:?)k—f—?
dk € Ng: n = 3k

Falls 3k e Ng: n=3k+1,dann n+1=3k+2und n +2 =3(k + 1).

und

Félle 3k € Ng: n = 3k + 2 bzw. n = 3k folgen analog.

wi(n)+wi(n+1)+w(n+2)=140—-1=0

wa(n) +we(n+1)+we(n+2)=0+1-1=0.

Zz.: {w1,ws} ist Erzeugendensystem. Sei f € W beliebig. Wahle a; := f(1) und as := f(2).
Damit gilt:

und

Wegen (b) = f = ajw1 + aswo.
= {ws, w2} ist endliches Erzeugendensystem von W.

arw1 (1) + agwz(1) = a1 = f(1)

a1w1(2) + aQ’LUQ(Q) = a2 = f(2)
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(d) Beh.: dim(W) =2

Beweis. Zz.: {wy,ws} aus (c) ist Basis, also linear unabhangig.
Sei ajwi(n) + agwe(n) =0 Vn € N.

Firn=1 fO]gt alwl(l) + CLQ’LUQ(l) =a; =0.
Fiir n = 2 folgt a;w1(2) + asws2(2) = as = 0.

— {w1, ws} linear unabhingig und wegen (c) Basis von W — dim(W) = 2 O
Aufgabe 2. (c¢) Beh.: (u,v,r) ist Basis des R3.
Beweis. Seien a,b,c € Rmit a-(0,1,2) +b-(2,1,0) +¢-(1,0,0) = 0.

20 =0 = a=0
a+b=0 =— b=0
2b+c=0 — c=0.

= (u,v,x) linear unabhingig.

Sei z € R3 mit (21, 22, 23) beliebig. Dann withle a = Z,b=2—F und ¢ = 21 — 223 + 23.
Dann gilt:
z3 Z3
2 (0,1,2)+ (z2 _ 5) (2,1,0) + (21 — 220 + 23) - (1,0,0)
z z
= (22’2 — 23+ 21 —22’24-23,?34-22— ?3,23)
- (Zla 22, Z3)'
= (u,v, ) ist Erzeugendensystem. = (u,v,x) ist Basis des R>. O

(a) Beh.: (u,v) ist linear unabhéngig, aber keine Basis.

Beweis. (u,v) ist ein Teilsystem von (u,v,z) und damit wegen (c) ebenfalls linear unabhéngig,

Da (u,v,x) linear unabhingig ist, ist (u,v) nicht maximal, also keine Basis und damit kein Er-
zeugendensystem. 0

(b) Beh.: (u,v,w) ist weder linear unabhéngig, noch Erzeugendensystem.

Beweis. Wahle a := %, b:= % und ¢ := —1. Damit folgt

1 1 1 1
au+bv+cw=§u+§v—w: 5(0,1,2)—1—5(2,1,0)—(1,1,1):(O,O,O).

Aber a =1 #0 = (u,v,w) nicht linear unabhingig.

Da w = u+ v, triigt w nicht zu Lin((u, v, w)) bei. Weil (u, v) wegen (a) kein Erzeugendensystem
ist, ist (u,v,w) ebenfalls kein Erzeugendensystem und damit keine Basis. O

(d) Beh.: (u,v,w,x) ist Erzeugendensystem, aber nicht linear unabhéngig und damit keine Basis.

Beweis. Da die Basis (u,v,x) ein Teilsystem von (u,v,w,z) ist, folgt, dass (u, v, w,z) Erzeugen-
densystem ist.

Allerdings ist dieses nicht minimal, da (u,v,z) Basis ist. Also ist (u, v, w, x) keine Basis und damit
nicht linear unabhéngig. O
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Aufgabe 3. (a) Beh.: Rg(go f) < min(Rg(f),Rg(9))

()

Beweis. Zz.: Rg(g o f) < Rg(f).

Schrénke ¢ ein durch ¢’ : Bild(f) — Bild(g o f), v — g(v)
= g'of(u)=gof(u) YuelU

= Rg(f) = dim(Bild(f)) > dim(Bild(g o f)) = Rg(g © f)
Zz.: Rg(go f) < Rg(g).

Wegen Bild(g o f) C Bild(g) und f und g linear, folgt Bild(g o f) ist UVR von Bild(g).
= Rg(go f) = dim(Bild(g o f)) < dim(Bild(g)) = Rg(g) O

Fir U=V =W =R2 und

fo(@y) = (2,0), g: (z,y) = (0,).
g und f sind linear. = go f: (x,y) — (0,0).
Wegen Rg(f) =1 =Rg(g), aber Rg(g o f) = 0 folgt:

Rg(go f) =0 < 1=min(Rg(f),Rg(g))-

Fir U=V =W und f =g =id folgt go f = id o id = id. id auf Vektorrdumen ist linear. Also
f=g=go [, alsoRg(go f) =Rg(g) = Re(/).

Aufgabe 4. (a) Beh.: Ist f*: V* — U* injektiv, so ist f surjektiv.

Beweis. Kontraposition. Zz.: Ist f nicht surjektiv, dann ist f* nicht injektiv.

Sei (v;)icr Basis von Bild(f). Wegen Basisergénzungssatz und f nicht surjektiv, ex. eine Index-
menge J # () mit JNT =0, s.d. (v;);crus Basis von V.

= v; €Bild(f) VjeJ

Nun wéhle jo € J und @1, 92 € V* mit ¢1(vj,) # @2(vj,) und @1(v;) = p2(v;) Viel

= o1(f(u)) = p2(f(u)) Vuel.

Aber ¢1(vj,) # @2(vj,) = ¥1 # pa.

= f* nicht injektiv. O

Beh.: f injektiv <= f* surjektiv

Beweis. (i) Zz.: [ injektiv = f* surjektiv
Sei u* € U* beliebig und (u;);cs eine Basis von U. Wegen f injektiv folgt:

(f(u;))ier = (vi)ier linear unabhingig.

Wegen Basiserginzungssatz, sei J Indexmenge mit 7 N J = 0 und (v;);erus Basis von V.
Nun definiere ¢ € V* fiir (v;);erus mit:

CJut(ug) diel
sD(Ui)_{o ieJ

@ ist damit durch Basisvektoren eindeutig bestimmt.
Auferdem gilt Vu; € (u;)ier: u*(u;) = (f(u;)). Wegen (u;);c; Basis von U, folgt: Vu € U
u(u) = o(f(u). = f*(p) =u"
= f* surjektiv.
(ii) Zz.: f* surjektiv = f injektiv.
Angenommen: f nicht injektiv. Dann ex. uy,us € U mit f(uy) = f(uz), aber uy # us.
Wiéhle v* € U*, s.d. u*(u1) # u*(uz). Wegen f* surjektiv, ex. ¢ € V*: p(f(u)) = u*(u)
Vu € U. Damit:
u(u1) = @(f(u1)) = o(f(u2)) = u*(uz).
Widerspruch zu u*(uy) # u*(us2).
= f injektiv.



