
Theo II: Übungsblatt 4 Christian Merten

Aufgabe A2 A3 A4
∑

Punkte

Aufgabe 2. In Zylinderkoordinaten ist

~x = ρ~eρ + z~ez =⇒ ~̇x = ρ̇~eϕ + ρϕ̇~eϕ + ż~ez =⇒ ~̇x2 = ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2.

Damit folgt

L =
m

2

(
ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2

)
− V (ρ)

Damit folgt für die verallgemeinerten Impulse

∂L

∂ρ̇
= mρ̇ =: pρ

∂L

∂ϕ̇
= mρ2ϕ̇ := pϕ

∂L

∂ż
= mż =: pz

Damit folgt die Hamiltonfunktion

H(~p, ~q) =
p2ρ
m

+
p2ϕ
mρ2

+
p2z
m
− m

2

(
p2ρ
m2

+ ρ2
p2ϕ
m2ρ4

+
p2z
m2

)
+ V (ρ)

=
2

m

(
p2ρ +

p2ϕ
ρ2

+ p2z

)
+ V (ρ)

Als Erhaltungsgröÿen folgen damit sofort

∂L

∂ϕ
= 0 =⇒ d

dt
pϕ = 0

∂L

∂z
= 0 =⇒ d

dt
pz = 0

∂H

∂t
= 0 =⇒ d

dt
H = 0 =⇒ E = konst.

Aufgabe 3 (Brachistochrone).

T [f ] =
1√
2g

∫ xE

x0

√
1 + [f ′(x)]2

f(x)
dx .

a) Die Lagrange Funktion und der verallgemeinerte Impuls sind damit gegeben als

L =

√
1 + f ′2√
2gf

p =
∂L

∂f ′
=

f ′√
2gf(1 + f ′2)

Damit folgt für die Hamilton-Funktion, ausgedrückt durch f ′ statt p

H(f, f ′) =
f ′2√

2gf(1 + f ′2)
−
√
1 + f ′2√
2gf

= − 1√
2gf(1 + f ′2)

Wegen ∂H
∂x = 0, folgt für die Konstante E > 0

E := −H =
1√

2gf(1 + f ′2)
.

Damit folgt als DGL
E
√
2gf(1 + f ′2) = 1.
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b) Mit f(ϕ) = 1−cosϕ
4gE2 und x(ϕ) = ϕ−sinϕ

4gE2 folgt

df

dx
=

df

dϕ

dϕ

dx
=

sinϕ

1− cosϕ
.

Damit folgt

E

√
2g

1− cosϕ

4gE2

(
1 +

sin2 ϕ

(1− cosϕ)2

)
=

√
1− cosϕ

2
+

1 + cosϕ

2
= 1.

Aufgabe 4 (Verständnisfragen). a) Koordinaten von denen die Lagrange Funktion nicht expli-
zit abhängt, heiÿen zyklisch. Dann ist der kanonisch konjugierte Impuls zeitlich konstant. Ihr
Nullpunkt kann beliebig verschoben werden, ohne die Bewegungsgleichungen zu ändern:

qi → qi + c.

b) Das Hamilton'sche Prinzip besagt, dass die Wirkung entlang der wirklichen Bahn eines Mas-
senpunkts zwischen zwei Punkten extremal wird. Die Wirkung ist das Zeitintegral über die
Lagrange Funktion:

δS[q(t)] = δ

[∫ t1

t0

L(q, q̇, t) dt

]
= 0.

c) Nein. Die Lagrange-Funktion kann um die Zeitableitung einer beliebigen Funktion f(q, t) ergänzt
werden

L→ L+
df (q, t)

dt
,

denn dadurch ändert sich die Wirkung nur um einen konstanten Term, der bei der Variation
verschwindet. Deshalb bleiben die Bewegungsgleichungen unverändert.
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