Analysis 3: Ubungsblatt 3 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Sei p o-endlich. Beh.: Dann ist p regulér.

Beweis. Da p o-endlich ex. Ay € A(X), s.d. u(Ax) < oo Vk € Nund X = [J, oy Ak. O.E. seien
A;NA; =0 fir i # j, denn andernfalls kénnen die doppelten Schnitte entfernt werden, ohne die
Eigenschaften zu dndern.

Damit definiere
p,k(A) = p,(A n Ak) VA € %(X)

. wohldefiniert, da AN Ay € #B(X). Da X = oy Ak, folgt fir A € B(X): A = [Jen(AN Ap).
Damit folgt wegen der o-Additivitat von pu:

wA) =p <U AﬁAk> S AN AR) =Y k(A

kEN kEN kEN
Vk € N ist uy ein endliches Maf, denn

(i) B(X) ist o-Algebra.

(i) pge(0) = p(@n Ag) = pu(@) =0, da p MaR.
)
)

(iii) Sei A € B(X). Dann ist ux(A) = p(AN Ag) >0, da u Mak.

(iv) Seien A; € #(X) mit A; N A; = 0 fiir ¢ # j. Dann ist wegen der o-Additivitdt von pu:

k (U Ai> =H<U AmAk> =3 p(AiNA) = (A

keN keN keN keN
(v) Sei A € B(X): An Ay C Ay, also folgt wegen Monotonie von p, dass
pk(A) = p(AN Ag) < p(Ag) < oo.

Sei nun A € #(X) und € > 0.
Z.z.: 3A C U mit U offen und 3K C A mit K abgeschlossen, s.d. K C A C U mit u(U\ K) < e

Sei dazu k € N. Dann ist uy endliches Maf, also nach Vorlesung bereits regulér. Es ex. also Uy, Ky,
mit Kj, C A C Uy, Uy offen, K abgeschlossen und py(Ux \ Ki) < 557- Dann definiere V' := (), o Uk
und S = UkeNKk- DaVvVk € N: A C U und Kj C A, folgt S C A C V. Weiter ist fiir £ € N, da py
endlich und monoton:

€

pe(VAS) = (V) = pu(S) < puk(Ur) — (k) = pe(Un \ K) < 57
Spk(Uk)  Zpr(Ky)

Damit folgt mit geometrischer Reihe im letzten Schritt

p(V\S) = ZMV\S 22n+12252n%1: 22%22 (%)

keN neN neN n=0
Im Allgemeinen ist V' jedoch nicht offen und S nicht abgeschlossen, aber V™ := (,_, Uy offen und
S™ = Jj_, Ki abgeschlossen. Dann betrachte
=VPA\S" N V\S.
NV S
Da p Mak, folgt also pu(Dy,) N (V\S). Das heift es ex. ein ng € N, s.d. Vn > ng gilt p(Dy,)—pu(V\S) <
£ (xx). Wahle nun U = V™ und K = S™. Dann ist U offen, K abgeschlossen und K € A C U mit

2
(x*) e (%) €
p(UNK) = p(Day) < 5+ 0V \8) < S
Damit ist p regulér. O

Z
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Aufgabe 2. (a) Beh.: 5#° =0 fiir s > 1.

Beweis. Sei s > 1 und 6 > 0. Dann ex. nach Archimedischem Axiom ein n € N mit % < 0.
Definiere

n n

fir 1 <k < nund Ay = 0 fiir k£ > n. Dann ist [0,1] C U,cy A und diam(Ay) = 2 < § fiir
1 <k <nund diam(A) =0 < § fiir ¥ > n. Damit folgt

1) < %diam(Aj)s =n (i) = (i)s_l <& L

Mit s > 1 folgt s — 1 > 0, also 6°~ 2% 0. Damit folgt 0 < 2#*([0,1]) < 0, also 2#*([0,1]) = 0.

Definiere nun
I, =n [ } /' R.
Dann folgt fiir n € N wegen der Translationsinvarianz und Skalierung von ¢:

H(I,) = H* (n [—; ;D e <[—; ;D =n* 24 ([0,1]) = 0.

Da I, € #R), 2°: ZR) — [0, 0] Borelmafs und I,, /R folgt 7*(R) = 0. Also fiir A C R
folgt mit der Monotonie von J#°%:

0<#°(A) < °R)=0.
Also 7°(A) = 0. O
Sei A C R. Beh.: 3s* > 0 mit J#° (A) < co = H*(A) =0 Vs > s*.

Beweis. Sei s* > 0 mit H* (A) < co und s > s* - Sei weiter § > 0. Dann ex. 4; € R mit
A C ey As und diam(4;) <0, s.d. )7,y diam(A ;)" = C < co. Dann folgt wegen s > s* auch
s —s* >0, also folgt

0<° < Zdlam s < Zdlam sTgssT = 558 O 5_>—0> 0

i€EN €N

Damit ist 0 < 2#%(A) <0, also #°(A) = 0. O
Sei A C R. Beh.: 3s* > 0 mit % >0 = #°(A) =00 Vs < 5%,

Beweis. Sei s* > 0 mit s#° (A) > 0. Ang.: s < s* mit H*(A) < oo. Dann folgt mit (b) direkt,
dass Vs > s*: #5(A) = 0, also 7 ( *Oﬁ O

Sei A C R hochstens abzahlbar. Beh.: dim A = 0.

Beweis. Falls A endlich: Dann seien die Elemente von A aq,...,a, mit n € N und
A; = {{ai} Z:S n.
0 i>n
Falls A abzéhlbar unendlich, dann sei (a;);en Abzdhlung von A und
Ai = {az}

Dann gilt in beiden Fallen A = |, . 4; mit diam(4;) = 0 Vi € N. Damit ist ¥6 > 0 und s > 0:

ieN

0<G°(A) < Zdlam )° =
i€N =0

Damit folgt s#°(A) = 0 fiir s > 0. Also folgt
0<dim A=inf{s > 0| #°(A) =0} < s.
Fiir s — 0 folgt dim A = 0. O
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(e) Sei Q CR, Q+# (0 und offen. Beh.: dim Q = 1.

Beweis. Es ist 0 < dim @ < 1 wegen (a). Das heifst es geniigt zu zeigen, dass J%(Q) = oo fir
s < 1.
Beh.: #%((0,1)) = oo fiir s < 1.
Sei dazu 0 < s < 1 und § > 0 und B; C R mit diam(B;) < ¢ Vj € Nund (0,1) C U,y B;- Es
ist » ey diam(B;) > diam((0,1)) = 1. Damit folgt

dlam(BJ) 1—5>0 Z]EN dlam(BJ) 1

. s . . s—1
Z dlam(Bj) = Z dlam(Bj)dlam(Bj) = : W Z 5175 Z 6175 .
i€EN JEN JEN

Damit folgt H3((0,1)) > s. Mit § — 0 folgt H*((0,1)) = oo.
Q # 0 und Q offen. Sei nun x € Q, dann ex. € > 0, s.d. (z — e,z + ¢€) C Q. Damit folgt mit
Monotonie, Translationsinvarianz und Skalierung von J#°:

() > (x —e,x+€) = #°((0,2€)) = Qi)i%”s((& 1)) = o0.

>0 =00
Damit folgt s < dim Q <1 fiir 0 < s < 1. Fiir s — 1 folgt dim Q = 1. O

Aufgabe 3. (a) Beh.: Vk € N gilt

1
e, |frr1(x) — fr(z)| < 5 Jnax, | fr(x) = fro—1(x)].

Beweis. Sei x € [0, 1]. Fallunterscheidung;:

(i) Falls = € [0, 5):
(&) — fula)] = [5k(Br) — 5 fia(3)

= % | fr(3x) — fr—1(3z)]

1
<= — fu .
< 2x1é1[%§]|fk(33) Jr—1(z)|

(i) Falls z € (3,2):

@) = o)l =[5 = 5| =0.% 5 max o) ~ a0

(i) Falls z € (3,1]:

1

nﬂw—ﬁwn=ﬁufmm—m>Qu+nmw—m>

% Fe(32 — 2) — fo 1 (32 — 2)|

1 max] |fe(z) = fr—1(2)].

2 z€[0,1

IN

Damit folgt die Behauptung. O

(b) Beh.: fi konvergiert gleichméfig gegen eine stetige und monoton wachsende Funktion f: [0,1] —
[0,1].

Beweis. Sei im Folgenden || - || die Maximumsnorm auf [0, 1].

Zunichst zu zeigen, dass fi, Cauchy-Folge. Sei dazu € > 0 und setze Ny = log, (%) + 2. Dann
gilt Ym,n > Ny zunéchst

utr = fulle < 3l = Sl £ o< (5) W= Soll < 30 (9
—_——
<1
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Sei nun o.E. m > n. Dann ist

”fm_anoo = ||fm_fm—1+fm—1_---+fn+1_anoo
< ||fm_fm—1|| + ...+ an—&-l _anoo
) 1 m*1+ 1
B m—1 1
- 27
j=n
1

J
1 1
geom. Reihe 1- om—1 1-— on—1

1 1
1—3 1—3
1 1

= 2(1 - 2m—1 1 + 2n—1)
_ 1 1
- 2n—2 B 2m—2

1
S 2N072
< 1

2log2(%)

Also ist f Cauchy-Folge beziiglich || - ||so-

Z.z.:Vk € Ng: fj, stetig (i), monoton wachsend (iii) mit f;(0) =0 und f(1) =1 (ii).

Beweis per Induktion iiber k. k = 0: fo(z) = x stetig, monoton wachsend und f,(0) = 0 und
fo(1) =1.

Nun k = k + 1:

(i) Seia €[0,1]. Fir z € [0,3), z € (3,2) und z € (%,1] Klar, da f) stetig.

(i)
(iii)

33

Fiir x = % bzw. x = % sind nur die links bzw. rechtsseitigen Grenzwerte zu betrachten. Sei
also z,, =% 3 mit 0 < z,, < # beliebig. Dann ex. ein Ny € N, s.d. Vn > No: 3z, € (2,1].
Dann gilt Vn > Ny:

1 fr stetig 1 v (i) 1 1
frr1(zn) 2fk( 3n ) S —— 2fk( ) 5 = frer1 <3

—1

Firz = % betrachte also x,, —— % mit % < 2p < 1.Dannex. Ny € Ns.d. 3z,,—2 € [0, %)
Vn > Ny. Dann ist

1 fr stetig 1 v @) 1 2
funa(on) = 51+ fil3n = 2) L2 St i) M G = s (3)).
n-— oo 0
Damit ist fiy1 stetig.
i a1 IV (ii) . a1 IV (i)
Esist fx11(0) = 5/x(0) =" Ound fry1(1) = 5(1+ fr(3—-2)) = 5(1 + fe(1)) =" 1L

Sei € [0,1]. Dann ist 0 < fi(x) < 1, da fr monoton wachsend und f;(0) = 0 und
fx(1) =1 nach IV (ii) und (iii). Damit folgt falls z € [0,3): fe41(x) = & fi(z) < 3. Falls
T € (%71]: frr1(z) = %(1 + fe(3x —2)) > %

Seien nun z,y € [0,1] mit z < y.

Falls z € [0, 3): Falls y € (3,1], folgt fry1(y) > § > fes1(2), sonst:

IV (iif)

fenr(@) = frBz) < fiBBy) = ful(y)
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Falls z € (3,2) und y € (2,1]: fig1(y) > 3 = frr1(x), sonst

finr () = 5 = feray).

Falls = € (%,1], dann ist auch y € (3,1] und

IV (iif)

firi@) = 30+ fu@Br=2) = S0+ By —2) = fen).

5
Damit ist fj stetig und monoton wachsend Vk € N, also f € C([0,1]). Da C([0,1]) vollstan-

dig beziiglich gleichméfiger Konvergenz 3f € C([0, 1]) stetig mit f LiN /. Da f; monoton
wachsend und fi k?—°°> f ist auch f monoton wachsend.
glm.

Beh.: fog=id.
Beweis. Sei y € [0, 1]. Dann definiere

9(y) = a = inf{z € [0,1] | f(z) = y}.
Ang.: f(a) # y. Dann Je > 0, s.d. |f(a) —y| > €. Da f stetig, ex. 6 > 0, s.d. Vo € [0,1] mit
|z —a| < &: |f(z) — f(a) < € (x). Nun ist @ = inf{z € [0,1] | f(x) = y}. Das heilt es ex. ein
x € [0,1] mit f(z) =y, s.d. x < a + 0. Da aulerdem = > a folgt |z — a| < §. Damit folgt mit

(+), dass | f(z) — f(a)| = |f(a) —y| < € 7.
Es folgt also y = f(a) = f(g(y). Also fog=id. O

Beh.: g injektiv.
Beweis. Ang.: g nicht injektiv. Dann ex. x1,z2 € [0, 1] mit 21 # z2 und g(z1) = g(x2). Dann ist

Flo@) = f(g(22) 252, = flg(a1)) = flg(m2) =22 5.

Beh.: g Borel-messbar.

Beweis. Z.z.: g monoton. Seien z,y € [0,1] mit = < y. Ang. g(x) > g(y). Dann ist

f monoton wachsend

x = f(g(x)) > fla(y) =y 5.

Also folgt g(x) < g(y). Also g monoton wachsend. Da [0, 1] C R Intervall, folgt g Borel-messbar.
O

Sei V' C [0, 1] nicht Lebesgue-messbar. Beh.: g(V') ist Lebesgue-messbar.

Beweis. Es ist nach (d) g(V) C ¢([0,1]) C C. Also ist g(V) A-Nullmenge, da A(C) = 0, also
A(g(V)) = 0, also insbesondere g(V') Lebesgue-messbar. O
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Aufgabe 4. Beh.: f genau dann messbar, wenn f~1(</) C &.

Beweis. ,, = ”: trivial, denn f messbar = f~1(#) C & und da &/ C .Z, folgt f~ (/) C &.
y =" Seialso f7IY(F)C & Also fHU(F)={f1(A)|Ae F}C&.

H={AecF|f YA e&)
Z.z.: X o-Algebra.

(i) Y e, denn f71(Y) = X € &, da & o-Algebra.
(ii) Sei A € &. Dann ist f~}(A) € & und damit f~1(A°) = f~1(A)° € &, da & o-Algebra.
(iii) Seien A; € # fiir i € N. Dann ist Vi € N: f~1(4;) € &. Damit folgt, da & o-Algebra:

! (U Ai> =Jf ' ees.

€N €N

Nach Voraussetzung ist &/ C J¢. Es ist & C % und % o-Algebra, die o/ enthélt, damit folgt
F =o(o) C H, also insgesamt # = .F. Also folgt VA € F: f~1(A) € &, also f~H(F) C &. O



