Algebra I: Ubungsblatt 4 Lukas Nullmeier, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Es ist f = X® — 3 Minimalpolynom von /3, denn f(¥/3) =3 —3 = 0 und f ist
primitiv und damit irreduzibel nach Eisenstein mit p = 3.

(b) Esist f = X* — X2 + 1 Minimalpolynom von V2 4+ v/3. Denn es ist f(\/§+ \/5) =0.
Weiter ist 242v/2v/3+3 = (v24+v3)? € Q(v2++/3), also da 2,3 € Q auch v/2V/3 € (@(\/i—i—\/g)
Damit folgt (v2++v/3)v2v3 = 2v3+3v2 € Q(v/2++/3) und damit 2v/3+3v2—2(v/2++/3) =
V2 € Q(v2 + V/3) und damit auch v/3 € Q(v/2 + v/3). Damit folgt, da v2 4+ /3 € Q(v/2,V3),
dass Q(v2 +v3) = Q(v2,V3).
Und es gilt weiter mit ¢ = X? —2 € Q(v3)[X], ¢9(v/2) = 0 und v2 ¢ Q(v/3), dass 1 <
[Q(v2,v3): Q(+/3)] < 2 also damit [Q(v/2,v/3): Q(+/3)] = 2. Analog mit h = X? — 3 folgt
[Q(v/3): Q] = 2. Insgesamt folgt mit Gradsatz [Q(v/2 +V3): Q] =2-2 = 4.
Damit ist f bereits normiertes Polynom kleinsten Grades mit f(v/2 ++/3) = 0, also f Minimal-
polynom.

(c) Esist f=X*—3X2+ 1—56 Minimalpolynom von sin (%’T), denn sin (%“) = 1,/2(5+ /5) und
damit f (sin (2°)) = 0. Auferdem ist 16f = 16X* — 20X? 4 5 primitiv, denn 5 { 16 und wegen
5 | 20 irreduzibel nach Eisenstein mit p = 5. Also auch f irreduzibel und damit Minimalpolynom.

(d) Esist f = X*— X2+ 1 Minimalpolynom von e — V/3, denn es ist mit Euler Identitit mit Euler
Identitat mit Euler Identitdt mit Euler Identitét

e () e i5n )
(-5 ()

Damit folgt f(e™/® —/3) = f (—e~™/%) = 0.

Daes — 3 =1 - @, bleibt es analog zu (b) zu zeigen, dass v/3,i € Q(i — v/3). Es ist
(i—+/3)? = 2—2iv/3, also iv/3 € Q(i—+/3). Damit folgt Q(i—+/3) 2 iv/3(i—v/3)—(i—v/3) = —4i,
also i € Q(i — +/3) und damit auch v/3 € Q(i — v/3), also analog zu (b): Q(i — v/3) = Q(i, V3).
Mit g = X241, g(i) = 0und h = X2 -3, h(v/3) = 0, folgt damit analog zu (b) [Q(i —v/3): Q] =
2-2=4.

Also ist f bereits normiertes Polynom kleinsten Grades mit f(e™/6 —+/3) = 0, also f Minimal-
polynom.

Aufgabe 2. (a) Es ist f = X* — 2 Minimalpolynom von v/2 iiber Q, denn f(+v/2) = 0 und f
normiert und irreduzibel nach Eisenstein mit p = 2. Damit folgt [K: Q] = deg(f) = 4.

(b) Es ist f = X2 + 1 Minimalpolynom von i iiber K, denn f(i) = 0 und f irreduzibel iiber
R, also insbesondere iiber K C R. Damit ist [L: K] = deg(f) = 2 und damit mit Gradsatz
L:Q=[L: K] [K:Q¥2.4=38

(c) Esist v/2 € L, also auch L > V2 = V2.

Weiter gilt f = X2 —2 normiert und irreduzibel nach Eisenstein mit p = 2, also Minimalpolynom

von /2 iiber Q, denn f(1/2) = 0. Damit folgt [Q(v/2: Q] = deg(f) = 2.
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Auferdem ist Q(\/ﬁ) C R und f = X2 + 1 normiert und irreduzibel iiber R, also insbesondere
iiber Q(v/2). Also ist f, wegen f(i) = 0, Minimalpolynom von i iiber Q(v/2). Damit folgt
[Q(V2)(i): Q(v2)] = 2.

Insgesamt folgt damit mit Gradsatz: [Q(v/2,7): Q] =2 -2 = 4.

Esist f = X2 —2v/2X + 3 Minimalpolynom von v/2 +i iiber Q(\@), denn 241 ¢ Q(\@), also
insbesondere Q(v/2 + i) # Q(+/2). Damit ist f bereits normiertes Polynom kleinsten Grades,
also Minimalpolynom von v/2 + i iiber Q(1/2).

Es ist i« € Q(v2 + i), denn mit (v/2 + )2 = 1 + 2iv/2 folgt iv/2 € Q(v2 + i), also auch
Q(V2+1) 3 V2i(V2+i) + (V2 +i) = 2i —v/2+ /2 + i = 3i. Damit folgt auch v2 € Q(v2+1).
Da V2 +i € Q(v/2,1) folgt insgesamt Q(v/2 + i) = Q(v/2,4).

Aufgabe 3. (a) Beh.: Ist [L : K] = p eine Primzahl, dann ex. ein o € L mit L = K («).

Beweis. Es ist [L: K] = p < oco. Das heifit Joy,...,a, € L mit aq,...,q, algebraisch mit
L=K(ay,...,a,). Dann folgt

KQK(al) QK(al,ozg) Q ...gK(O&h...,C\{n):L.

Mit Gradsatz folgt damit

p=I[L: K]=[K(a1,...,a): K(a1,...,n-1] ... - [K(a1): K].
Da p Primzahl sind alle Faktoren 1 bis auf einer. oE.: [K(«1): K] = p. Damit sind K(a;) =
K(ai,a0)=... = K(aq,...,ap) = L. O
Beh.: Ist [L : K] = 2* und f € K[X] Polynom vom Grad 3 mit Nullstelle in L, dann hat f auch

Nullstelle in K.

Beweis. Sei [L: K] = 2% und f € K[X]| mit @ € Lund f(a) = 0. Ang.: « ¢ K. Dann ist f bereits
irreduzibel vom Grad 3 iiber K, da f keine Nullstelle hat iiber Kérper K. Damit Jg € K[X]

mit g L f und g normiert mit deg(g) = deg(f) = 3. Dann ist ¢ Minimalpolynom von « iiber K.
Also folgt [K(a): K] = 3 und damit nach Gradsatz

[L: K]=[L: K(a)] - [K(a): K] =3n
fiir ein n € N. Also 2% = 3n ﬁ, denn einziger Primfaktor von 2 ist 2. O
Beh.: Ist [L: K] ungerade und L = K(«) fiir ein o € L, so gilt L = K(a?).

Beweis. Sei a € L mit L = K(a) und K(a) # K(a?). Da o? € K(a) ist K C K(a?) C K(a).
Da aber K(a) # K(a?) ist [K(a): K(a?)] > 2. Da auRerdem mit f = X% — a2 € K(a?)[X] gilt,
dass f(a) = 0, folgt [K(a): K(a?)] < 2, also insgesamt [K(a): K(a?)] = 2. Damit folgt mit
Gradsatz

[L: K] =[K(a): K(a?)]-[K(a?): K] =2n

fiir ein n € N, also insbesondere [L: K| gerade. O

Aufgabe 4. (a) Beh.: K ist unendlich.

()

Beweis. Sei K endlich. Dann sei K = {ai,...,a,} mit n € N. Betrachte f = (X —a1)(X —
as)...(X —ap)+ 1. Dann ist deg(f) > 1, denn K Korper, insbesondere 0,1 € K, also n > 2.

Aber f hat keine Nullstelle in K, denn Va € K: (a —a1)(a —az2) ... (a —a,) =0, also f(a) = 1.
Also K nicht algebraisch abgeschlossen. O

Beh.: K abzihlbar = K abzihlbar.

Beweis. Sei K abzdhlbar. Dann existieren abzdhlbar viele Polynome {iber K, insbesondere ab-
zéhlbar viele normierte, irreduzible Polynome, also insbesondere abzihlbar viele algebraische
Elemente o € K iiber K. Also K abzéhlbar. O

Beh.: Es existieren Zahlen z € C, die transzendent iiber Q () sind.
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(d)

Beweis. Ang. alle Elemente z € C sind algebraisch tiber Q(m). Da C algebraisch abgeschlossen
folgt damit, dass C ein algebraischer Abschluss von Q(7) ist. Allerdings ist Q abzihlbar, nach

(b) insbesondere @ abzihlbar und Q(7) = @ abzihlbar. Damit ist erneut nach (b) C abziihlbar
O

Beh.: K(X) ist nicht algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Betrachte f = T? — X € K(X)[T]. Ang. f hat Nullstelle g € K(X). Also g = ? fiir

_ 2
p,q € K[X] mit p,q # 0 da f # 0, also deg(p),deg(q) > 0. Aus f(g) = 0 folgt (g) = X, also
p? = X¢?. Damit
deg(p?) = deg(X) + deg(q?) = 1 + deg(q®).

Nach Gradsatz ist deg(p?) = 2deg(p) und deg(q?) = 2deg(q), also folgt

2deg(p) = 1 + 2deg(q) 4.
—_———  —

€2z 727,

Aufgabe 5. (a) Beh.: (K*)? = Bild(¢) Untergruppe vom Index 2 in K*.

Beweis. Sei K endlich und char(K) # 2.

Es ist zuniichst fiir a,b € K*: ¢(ab) = (ab)? = a?b®> = ¢(a)p(b). Also ¢ Grp.hom und damit
im ¢ Untergruppe in K*.

Dann sei a € K* mit ¢(a) = 1. Dann folgt, da K Korper, insbesondere nullteilerfrei
a>=1=ad>-1=0 = (a+1)(a—1)=0 = a=1Va=—1.

Es folgt also ker ¢ = {1, —1}. Ang.: 1 = —1, dann ist 0 = 1+ (—1) = 1+ 1, also char(K) =2 .

Also folgt ord(ker ¢) = 2 (x).

Dann ist nach Homomorphiesatz K> /ker ¢ = im ¢, insbesondere
K*: ker ¢ = ord (K* /ker ¢) = ord(im ¢) ().
Auferdem gilt nach Satz von Lagrange

)

b 08U () 00() b )

K*:i
me ord(im ¢) KX :ker ¢

Beh.: Eine der Zahlen —1, —2,2 ist ein Quadrat.

Beweis. Sei K endlich. Falls char(K) = 2 folgt —1 =1, denn 1 +1 = 0. Also ist —1 =1 = 1?
ein Quadrat.

Sei nun char(K) # 2. Ang.: —2 und 2 sind keine Quadrate. Betrachte ¢ aus (a). Dann ist
2,—2 ¢ im . Nach (a) gibt es jedoch nur zwei Nebenklassen beziiglich im ¢ in K*. Also folgt
2= -2 also (—2)7!2 € im ¢. Da (—1)(—1) = 1 folgt (—1)~! = —1, also damit

“1=(-)"'=()"1=(-1)""27"2=(-2)""2€im ¢.
Also Ja € KX mit a®> = —1. Damit folgt da K nullteilerfrei

0=-14+1=-1-(-1)=-1-a®> = (-1—a)(~1+a)=0 = a=—-1Va=1.

Also folgt

—l=d*=(-1)?=1v-1=d*=1?=1.
Also —1 =1 und damit 0 =1+ (—1) = 1+ 1, also char K =2 4. O
Beh.: X*+1 € F,[X] fiir p Primzahl ldsst sich als Produkt zweier quadratischer Polynome

schreiben.
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Beweis. Sei p Primzahl. Dann ist F,[X] endlicher Korper, also nach (b) mindestens eine der
Zahlen —1,—2, 2 ein Quadrat. Falls

e Ja € F mit a? = —1: Dann ist
Xtp1=X'—(-1)=X*—a’>=(X?—a)(X? +a).
e Jda € F) mit a? = 2: Dann ist
X' H1=(X?4+1)2?-2X2= (X2 +1)? - a®’X? = (X2 +1—aX)(X? + 1 +aX).
e Jda € F) mit a? = —2: Dann ist
X' 4+1=(X?-1)2 - (-2)X?=(X?-1)? —a®X? = (X? -1 —aX)(X? - 1 + aX).
Das zeigt die Behauptung. O

(d) Beh.: X* + 1 ist irreduzibel in Q[X].

Beweis. Betrachte
FX+1)= X +4X3 +6X2 +4X +2.

Dann ist f(X + 1) irreduzibel nach Eisenstein mit p = 2 in Q[X], also auch f irreduzibel in
Q[X]. O



