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Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Seien A;,i € I o-Algebren iiber Q. Beh.: (.. .A; o-Algebra iiber Q.

icl

Beweis. (i) Q€ (,c; Ai, denn Vi € I: Q € A;, da A; o-Algebra.
(ii) Sei A € (;c;Ai. Dann ist fiir i € I: A € A;. Da A; o-Algebra, ist A° € A;. Damit folgt
A€ Vg Ai-
(iii) Sei A; € (;c;Ai Vj € N. Da fiir alle i € I, A; o-Algebra, ist [);cy A; € A;. Also auch
mjeN Aj € niel Aj.
O

(b) Beh.: Die Aussage ist falsch.

Beweis. Es sei = {0,1,2}, 4 =0({0}) = {Q,0,{0},{1,2}} und
Ay = o({2}) = {Q,0,{2},{0,1}}. Dann sind A; und As nach VL o-Algebren iiber 2, aber
AU Ay = {Qa wa {0}7 {2}7 {17 2}7 {07 1}} nicht, da {0} U {2} = {07 2} ¢ A1 U As. O

(c) Sei A o-Algebra iiber Q und f: X — Q Abbildung. Beh.: f~1(A) = {f~1(A): A € A} ist
o-Algebra.

Beweis. (i) X € f71(A), denn f~1(Q) = X.

(ii) Sei B € f~1(A). Dann ex. ein A € A, s.d. f~!(A) = B. Da A o-Algebra ist A° € A. Damit
folgt
B = fH(A) = fTHA%) € fTHA).

(iii) Seien B; € f~1(A) Vi € N. Dann ex. Vi € Nein A; € A, s.d. f~1(4;) = B;. Da A o-Algebra
ist (J;en Ai € A. Damit folgt

Usi=U s a=r" (U Az-) e Fi(A).

€N 1€EN 1€EN

(d) Sei T C Q mit T # () und sei A o-Algebra tiber Q. Beh.: Alp :={ANT: A € A} o-Algebra.

Beweis. Betrachte die kanonische Inklusion ¢: T' < ). Dann gilt

THA) = {TH(A): Ae A
={{zreT:(x)e A}: Ac A}
={{zeT:zecA}: Ac A}
={ANT: Aec A}.

Damit folgt die Behauptung mit (c). O

Aufgabe 2. Sei (2, A,P) Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, A,, € A fiir n € N.
(a) Beh: AC B = P(A) < P(B).
Beweis. Sei A C B. Dann ist

o-Additivitit

P(B) = P(AU B\ A) fit P(A) + P(B\ A) > P(A).
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(b) Beh.: [P(A) — P(B)| < P(AAB).

Beweis. Es ist zunéchst
P(AAB) = P(A\ BUB\ A)

o-Additivitiit P(A\ B) +P(B\ A)
_ P(A) —P(ANB)+P(B) - P(AN B)

Sei 0.E. P(A) > P(B) (sonst analog durch Hinzufiigen von P(A) — P(A)). Dann folgt

P(AAB) = P(A) —P(B)+P(B)-P(ANB)+P(B) —P(AN B)
[P(A) — P(B)| 4+ 2P(B\ A)
>0
> IP(A) — P(B)|.

(c) Beh.: P(Ugen Ak) < Xy P(Ag).

Beweis. Betrachte B,, .= A, \ ( 2;11 Ak). Dann ist Vn € N: B, C A, also mit (a) P(B,) <
P(A,,). Damit folgt

P (U An> —P <U Bn> oAddi:tivitéit iP(Bn) < iP(An)

neN neN n=1

(d) Beh.: 4, C Ay 1Vn €N = P(, p An) = lim,, o0 P(A,,).

Beweis. Sei A, C A,,+1 Vn € N. Betrachte B,, := A, \ ( Z;ll Ak). Da A,, monoton wachsend,
ist fiir n > 2: B, = A, \ A,,—1. Damit folgt

P(U Ap) = IP’(U Bn>

neN neN

oo
oAdditivitit
= § ]P(Bn)
n=1

oo

- P(By) + Y (P(An) = P(An N A,_y))

n=2
o

P(Bl) + Z (P(An) - HD(An—l))

n=2

AnCAnia

Teleskopsumme

= P(B1) = P(A1) + lim P(A,)

Bz lim P(A,).

n—oo

Aufgabe 3. Sei (22, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Der Induktionsanfang ist offensichtlich wahr, P(A;) = (—1)°-P(A;). Gelte die Behauptung also
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fiir ein n € N. Dann folgern wir

n+1 n
P U Aj | =P Aj | +P(Apsr) - P U AjN A
j=1

j=1 j=1

=

{k1,...kn}C{1,...,n}

:i ((—1)]'_1 : Z P(Ag, N---NAg,) | +P(Apyr)

=3 (=1t 3 P(Ap, NN Ag,) | +P(Api)

=1 (k1. kn}C{1,...m}
St Y B 0 A) 00 (A 0 Aw)
j=1 {k1,....k;}C{1,...,n}

=> (=1t > P(Ap, NN Ag,) | +P(Api1)

j=1 {k1,...kn}C{1,...,n}
— Z (-1)71. Z P(Ag, N+ N A, N Apyr)

j=1 {k1,..0k;}C{1,...,n}

:Z (,1)j*1 . Z ]P)(Akl ﬁ“‘ﬂAkj) +]P)(An+1)
j=1 {k1,..,kn }C{1,...,.n+1}
Vi: k;#n+1

n+1 ]
+Z (1)t Z P(Ag, NN Ay,)

j=2 {k1,..kj yC{1,...,n4+1}

Ji: ki=n+1

:i (_1)]'—1. Z ]P)(Aklﬁ...ﬁAkj)

j=1 {k1,...skn }C{1,...,n+1}
Vi: ki #n+1
n+1
+3 | (-t > P(Ag, N---NAg,)
Jj=1 {k1,.,k;}C{1,....,n+1}
Ji: ki=n+1

Fir j =n+1gilt {ki,...,k;} = {1,...,n+1}. Daher kénnen wir die beiden Summen im letzten
Schritt einfach zusammenfassen und erhalten

n+1 n+1
P UAj :Z (71)%1. Z ]P)(Aklm"'ﬂAkj) ,
j=1 j=1 {k1,.kn}C{1,...,n}

was zu zeigen war.

(b) Beh.: Die Wahrscheinlichkeit fiir n — oo ist 1 — 1.

Beweis. Setze Q = {(g1,...,9n) | 91,-..,9n € {1,...,n},g; # g; fiir i # j}. Dabei bezeichnet
ein Ergebnis (g1,...,9,) € Q: ,Roter Marsmensch 4 tanzt mit griinem Marsmensch g; fiir ¢ €
{1,...,n}”. Die urspriingliche Paarung sei dabei (1,2,...,n) € Q. Es folgt direkt #Q = nl.
Definiere weiter
P: 29 — [0, 1]
A
A— #4

n!’
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Wegen P(Q) = 2 = 1 und P(f) = 0 ist (2,22, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

!

Damit ist fir i € {1,...,n}:
A; = ,Roter Marmensch ¢ tanzt mit der urspriinglichen Begleitung zusammen”

={(g1,---,9n) €Q] g; =i}.

2

Sei A,, = ,Mindestens ein urspriingliches von insgesamt n Paaren tanzt gemeinsam ”. Damit

folgt
o - #(0a)

@ i (—1)i-1 3 P(A,N...N Ag,)

=1 {k1essky YC{1,0m}

= i(—l)“(’?)(”m”

Fiir n — oo folgt

P(A,) = Z (—1').3'—1

<.
Il
—_

<.
I
o

D= O

O
Aufgabe 4. Sei (R, #,P) Wahrscheinlichkeitsraum und F: R — [0, 1], F(z) := P((—o0, z]) fiir z € R.

(a) Beh.: F monoton wachsend.

Beweis. Seien x1,x2 € R mit 21 < x5. Dann ist (—oo,z1] C (—00,x3]. Mit 2(a) folgt damit
F(z1) = P((—00,71]) < P((—o00, 72]) = F(x2). O

(b) Beh.: lim, o F(z) =R.

Beweis. Sei (x,)nen Folge mit z,, ——— co. Dann ist A, = U?Zl

Folge mit A,, 1 R. Damit folgt da P Wahrscheinlichkeitsmafy

(=00, x,] monoton wachsende

. L 2(d) B
nh_}n;o F(z,) = nh_}rrgo P(4,) =" P[R)=1.
O
Beh.: lim,_, ., F(z) = 0.
Beweis. Analog, betrachte nun A,, = (;_,(—00,z,] | 0. O
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(c) Beh.: F rechtsseitig stetig.

Beweis. Sei (x,)neny in R mit x,, | z. Dann betrachte A, = (—oo,z,]. Es gilt sofort A, |
Mren(—00, k] = (o0, z]. Damit folgt

lim F(z,) = lim P(A,)SP((—o0,z]) = F(z).

n—oo n—oo
O
(d) Beh.: F hat hochstens abzdhlbar viele Sprungstellen.
Beweis. Sei a € R beliebig. Dann betrachte
lim F(z) — lim F(z) @ "2 p((_oo,d]) — P((—o00, a))
N\ x,'a
= P((—00,a]) = P((—00,a] N (=00, a))
= P((=00,a] \ (—00,a))
= P({a}).
Die Sprungstellen von F sind also gerade die Atome von P. Da P nach VL nur hochstens
abzéhlbar viele Atome auf R hat, folgt die Behauptung. O



