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Aufgabe A40 A4l A42 A43 A44 >

Punkte

Aufgabe 40. (a) In der i-ten Runde wird das Kapital mit 1 + (—0.5)¥ multipliziert, wobei k; = 0
fiir Kopf stehe und k; = 1 bedeute, dass in der i-ten Runde Zahl geworfen wird. Offenbar ist k;

Bernoulli-verteilt mit n = 1, p = 0.5. Daher gilt R; Ly (—0.5)Bos.

(b) Es gilt
n
E(K,) = E (H Ri)
i=1
AR TTE(R)
i=1
C~~ _ By.
Rin14(=0.5)P05 (1 4 (—0.5)B05)n
= (0.5(1.5+0.5))"
(c) Es gilt

In(3)
2

E(In Ry) = 0.5 - In(0.5) + 0.5 - In(1.5) = —1In(2) < 0.

Insbesondere ist In(R;) € .%;. Aukerdem ist (In R;);cn eine unabhéngig und identisch verteilte
Folge reeller Zufallsvariablen. Daher sind die Voraussetzungen fiirs SGGZ erfiillt und wir erhalten

.1 Ll
Jo K = w2 ) R
1=
= lim In R;
n—oo
SGG
S E(Ry)
1
= @) _ In(2) < 0.
2
Wir schliefsen daraus
lim In K, = —00.
n—roo
Schlussendlich folgt
lim K, = lim e™&n
n—oo n—oo

exp itetig lim In K,

en—oo

= 0.

Aufgabe 41. (a) Aus dem ZGWS folgt mit Korollar 31.04: \/n[X,, —u L, N(9,52)- Daraus erhalten
wir fiir a, = \/n, X, = X,, und z = g mit Satz 29.19 X, r, @ = E(X7). Das ist genau die
Aussage des schwachen Gesetzes der groften Zahlen.

(b) Wir zeigen X, L, 0. Daraus folgt dann die Behauptung.

Sei e > 0. Es gilt wegen {/n —— 1
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Fiir beliebiges = € (—1, 1) existiert daher ein n € N mit |z| < §/ n2-:1' Insbesondere ist

1 2
lim sup {n+ lz|" L (—1,1)] > e} = limsup {z € (—1,1),|z| > ¢ < } =0

und damit auch limsupP({|X,| > €}) = 0. Das ist gerade die Definition von X, L 0, die
n—0o0

Behauptung ist also bewiesen.

(¢) (a) Esgilt Ve < 0: Fp(x) =0 = F(z) =0,Vz €[0,1]: Fy(z) = T = F(x) = x und
Ve > 1: F,(x) = iy fir e <1+ 1/n < n < L5 Fir n > -5 gilt F,(2) = 0. Daraus

folgt IF(x) = 0. Wir erhalten als Grenzwert der Verteilungsfunktionen

0 |z<0
lim F,(z) =F(z) =qz [0<z<1
n—oo

1 <z

Dies ist genau die Verteilungsfunktion von Ul 1), also wihle gilt X, EEN Ulo,1)-
(b) Es gilt

Jyne "t dE =1—e " |z>0

0 |z <0

n—o0 n—oo

lim F,(z) = lim {

n—oo

1— lim e ™ |z >0
o |z <0

=1 +
R\o

Es gilt aber h{(% Ig+ (z) =1# 0= 1+ (0). Daher ist der Grenzwert der Verteilungsfunk-
x \0 \O
tion nicht rechtsstetig. Es kann daher keine Zufallsvariable mit dieser Verteilung existieren.
(c) Es gilt

1

{fow Le=nfdi =1—e " |2>0
0

lim F,(z) = lim " <0

n— oo n—oo

n—oo

0 |z <0

{1— lim e~ %% =0 |z>0

=0

Es gilt aber lim 0 = 0 # 1. Es kann daher keine Zufallsvariable mit dieser Verteilung
Tr—r 00

existieren.

Aufgabe 42. (a) Seit € R beliebig. Dann rechne

b
E(cos(tX)) = / cos(tx) 2 i - da = A i p, % sin(tx) Z; = 0 1_ ) (sin(tb) — sin(ta))
b
E(sin(tX)) = / sin(tx) 4 do = ) (cos(ta) — cos(tb))
Insgesamt ergibt sich
ex(t) = L 5 Bin(th) = sinta) + i cos(ta) — icos(th)] = ﬁ fexp(tai) — exp(thi)] .

(b) Da Y und Z unabhingig, sind auch exp(itY) und exp(itZ) unabhéingig. Damit folgt fiir ¢t € R:
vy1+z(t) =E(exp(it(Y + Z))) = E(exp(itY) exp(itZ)) = E(exp(itY))E(exp(itZ)) = @y (t)pz(1).
Es gilt nach VL E(Z) = E(Z), also folgt

-y (t) = E(exp(=itY)) = E(e'™) = E(eY) = oy (t).
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Seien nun Y, Z identisch verteilt. Dann ist py = ¢z und es folgt fiir t € R
py—z(t) = pye-y(t) = oy (t)py (t) = oy () 2 0.

Aber ¢ox(t) = % fir X ~ Up_1,q) und fiir t = 37 folgt px(37) = =& < 0. Also ist
x(t) # py—z(t), also ist Y — Z nicht U_; ;) verteilt.
(c) Esgilt fiir t e R
PXs (t) =¥Xx, (t) = PX1+X, (t) =Px; (t)SOX2 (t)
Da ¢x, (t) = ¢x,(t) # 0, folgt
px, (1) = ox, (1) = 1.
Setze Z := 0. Dann ist ¢z(t) =1 Vt € R, also folgt
px, (1) = ox,(t) = ¢z (t).

Betrachte nun Y,, := X; Vn € N. Dann ist Y, £> Z. Da Z konstant, folgt damit auch Y, g Z.
Also Ve >0
P(|X2| > €) =P(|X1] > €) = lim P(|Y,, — Z| >¢) =0.
n—oo

Da e beliebig, folgt P(X; =0) =P(X; =0)=1. Also X; =0= X, P f{s.
Aufgabe 43. (a) Setze Yi(x) = l;x,<z). Dann ist Y;(z) ~ Bernoulli, mit:
p:=PX; <z)=P(X; <z)=F(2).
Dann ist nff,, () = 31, Y;(z) und damit nfF, (z) ~ Bin, , mit p = P(X; < z) = F(z). Damit
folgt
E(F (#)) = L E(nF(2) = -np = p = F(o)

VM@M@ff—VMMF(» p(L=p) _ F@)1 -F(z)

n n

(b) Es ist F,,(z) = Y, (z). Also folgt

lim F,(z) = lim Ya(z) "=7 E(V) = Fla).

(c) Es gilt da Var(Y1) = p(1 —p) = F(z)(1 — F(x)):

- - D
Vi(Fn(z) —F(z) = V(Y (z) — F(z)) ——= Novar(vi(2)) = N0,F(z)(1-F(2))-

ZGWS
Aufgabe 44. (a) Sei b € RT. Dann ist
Biasy (by) = Ep(by, — b) = 2E4(X,,) — b= 2E4(X;) —b=0
b2
3n
Setze Y; := 2X;. Dann ist Y,, = 2X,, = l;n Damit folgt mit ZGWS direkt

— D
Vi(bn —b) = (Y, —E(Y1)) = Novarvi) = No,p2/3)-

Vary(by) = 4Vary(X,,) = —Varb(Xl)

(b) Es ist b, nach (a) y/n-konsistent. AuRerdem ist mit (a), dass

5 D

(bn — b) — N(O,l)-

Also ist —= Storparameter Da b, =Y, und E(Y;) = b, folgt mit dem SGGZ, dass
bp =Y, —= E(Y;) = b.

Also insbesondere En konsistenter Schéatzer fiir b und damit auch \B/% konsistenter Schéatzer fiir

den Storparameter % Damit folgt nach VL, dass Cy, ® [b — f% o, 00) ein 1 —a KB fiir die
richtigen Parameter Ry, = [b, 00) ist, wobei ¢1_, das 1 —a Quantil der Standardnormalverteilung
ist.
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(¢) Hy ist die assoziierte Nullhypothese zu Ryp,. Damit folgt nach VL, da C’flb) asympt. 1 — a-KB,

dass
(b) — — R
(bn B ]l{bogc‘glb)} B ]l{i)n_%q17o¢>b0}

ein asympt. 1 — « Test ist.

(d) Ausrechnen ergibt X,, = 50.88 und damit

- b1o ()
big — —=1.64 = 71.28 < 100 C;o =[71.28,00).
10 m 10 [ )

Also sollte Hy nicht abgelehnt werden.



