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Aufgabe Al7 A18 A19 A20 >

Punkte

Aufgabe 17. Beh.: ¢ = 14, mit k € RT ist bester Test zum Niveau Py(Ay) € [0, 1].

Beweis. Sei ¢ = 1; ein Test zum Niveau Pg(Ay), d.h. Po(@p = 1) = Po(A) < Po(Ag) = Po(p = 1)

Z.z.: Py (@ =0) =P (A°) > Py (A5) = Pi(p = 0).

Esist 2 € Ay < fi(z) — kfy(z) >0, also z € A} < fi(x) — kfo(x) < 0 (*). Damit folgt

Pl (Ak) - kpo(Ak) = [fl (l‘) — kfo(x)] dx

k

_[fi(2) — ko ()] da

(V4
e T S

rNA
> [fi(x) — kfo(z)] do +/ [f1(x) — kfo ()] de
KNA AsnA T
— [ #1(2) - Ko(o)] do
A
=P, (A) — kP (A).
Also folgt
B _(*)
P1(Ar) — P1(A) > k(Po(Ax) — Po(A)) 2 0.
Es ist also P1(Ag) > Py(A), insgesamt
P (AS) =1 —P1(Ag) <1 —Py(A) =P (A°).
Also Fehler 2. Art minimiert und damit ¢ bester Test zum Niveau Py(Ay). O

Aufgabe 18. (a) Der Neyman-Pearson-Test ¢: R — {1,0} ist gegeben durch 1,4, mit
Ap, ={z € Rlf1(2) > kofo(2)} = {z € R|f1(2)/fo(x) > Ko},

wobel wir zeigen werden, dass ein k,, existiert mit IPo(Ayg, ) = «. Dabei ist der Likelihoodquotient

11
L(x) = &Eg = i—‘;e(*o *1>z stetig und wegen \g < \; = )\1—0 > )\1—1 auch monoton wachsend.

Insbesondere existiert zu jedem k, genau ein c, mit
Ay, = [ca,0).

Dann gilt

1 —5=x —5=cC
aélPo(Aka)Z/ fo(z) da :/ —e % dr = e o
Aka Ca >\0

Daher gilt co, = —Aglog(a) und damit ¢ = 1;_;10g(a),00)

(b) Offensichtlich ist also ¢ unabhéngig von A;. Sei A < Ag. Dann gilt

e 1
Py(4x,) = / —e 3 dy = eATOlOg(O‘) =a> <aq,
—Xo log(a)

da a < 1. Damit hélt ¢ fiir Hy : A < \g das Signifikanzniveau a ein und ist folglich gleichmé&fig
bester Test mit Hy : A > Ag, da fiir alle A\; > Ag nach dem Neyman-Pearson-Lemma ¢ ein bester
Test ist.

(c¢) Die Forscher liegen falsch, wenn die Nullhypothese A < Ag wahr ist und sie diese ablehnen. Das
ist also gerade ein Fehler erster Art und wir erhalten o = 0.05. Damit ist ¢ = 1|_x;10g(a),00) =
1{15,7917,00]- Wegen o(X) = ¢(13) = 0 publizieren sie ihre Ergebnisse nicht.



Wtheo 0: Ubungsblatt 5 Josua Kugler, Christian Merten

(d) Es gilt Ry = F§ = (0, A)° = [\, 00). Die assoziierte Familie von Partitionen ist
AL ={NeRT:ANER; = {NeRT: A > A} = (—o0, )]

und analog ~ ~ ~ ~
A ={AeRM:NeF={AeRT: A< A} = (), 00).

Nach Aufgabe b wissen wir, dass g\ = 1[_)10g(a)) €in gleichméfig bester Test zum Niveau a mit
Nullhypothese 2 gegen die Alternative ! ist. Nach Satz 12.33 muss damit die assoziierte
Bereichsschétzfunktion B ein gleichméfig bester (1 — «)-Konfidenzbereich sein. Die assoziierte
Bereichsschétzfunktion ist gegeben durch

B(z) ={A e RT: p)(z) =0}
= {)\ eRT: ]1[,)\10g(a)’oo) = 0}
={AeR": 2 < —Alog(a)}

log(a) < 0
={AeR": —z/log(a) < A}
B (_log(a)’oo>
Aufgabe 19. (a) Beh.: 0,(z) = (Z,, LS (i — Tp)?).

Beweis. Betrachte fiir 02 > 0:

n 1 ¢
L(x, p,0%) = (2m0?)" % exp <—202 D (@i - /~L)2>
i=1

l(LIJ, Hs 02) = IOgL

1 n
T T 952 (i — p)* - 5 log(2m0?)
i=1

Es geniigt die Maxima von [ = log L zu betrachten, da der Logarithmus streng monoton wachsend
ist. Betrachte den Gradienten beziiglich x4 und o?:

1§ 2(w; — 1) |
Vi(z, p,0°) = ( 207 i1 2 > =0.
)=\ g S5 — = 3

Damit folgt

1< s M 5 1
g;(mi—ﬂ) =2 = =
=
Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt:

Dt

1) - _
== - =0 = (x; —p)=0 = Ti=np = p="7=T,.
>ici (i — p)? ; Z

Damit folgt

Die Determinante der Hessematrix von [ beziiglich 1 und o2 ausgewertet bei p = %, ist Vo2 > 0:
-
= det o?
()

>0

n 1 n
det oz — g7 iz (@i — p) )
K—Uh S (@i —p) =g i (i — )+ 5o

n

Es liegt also ein (lokales) Maximum bei § = (T, 2 > | (2; — T,)?) vor. Damit folgt die Be-
hauptung. O
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(b) Beh.: 6,,(z)

7TL
m "

Beweis. Sei m € N fest. Betrachte wieder den Logarithmus der Likelihoodfunktion:

n
L(z,p) = [[p" (1 =p)" ™
i=1

— pnin (1 _ p)’rnn—nin
l(z,p) = nynlog(p) + n(m — Z,)log(1 — p)

Dann folgt
ol _nm, nlm-m) 1
op p 1-p
Damit folgt direkt
Tn
p="2
m

Dieses ist auch lokales Maximum da wegen 0 < z; < m Vi € N auch 0 < 7,, < m gilt und damit

>0
—
o am-m)_w? afmom)
Oplp=2p p2 (1=p)? l=Dp Tn (1-Zn)?
Da % einzige Nullstelle von g—é, ist dieses auch globales Maximum. Damit folgt die Behauptung.
O
Aufgabe 20. (a) Fiir die Zahldichte px, gilt
Dy = PPoiy (0) [ Xi=0 _ e |X; =0
XS pren () X =1 |1-et X =1

Fiir die Produktzahldichte erhalten wir daher

[Ipx = (1 —e)Zm e )2 X = (1 - e Xe(e )y Xe
i=1

Daraus ergibt sich die Likelihoodfunktion

L(X,\) = (1 — e )nXnemmhemd X — (A )n¥n o=
die log-Likelihoodfunktion

)

I(X,)\) = nX, log(e* — 1) — n\,
sowie deren Ableitung

0 — e !

von der wir direkt die Nullstellen berechnen um Extremstellen in L(X,\) zu finden. Daraus
folgern wir

Xne)‘"

—et 1
1-X,=¢n
An = —log(1 - X,,).

(b) Der Schétzer \, existiert genau dann nicht, wenn X, = 1 < X; = 1V1 < i < n. Es gilt

n

H ; = H(l —e M) =e > 0.

i=1
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