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Aufgabe A29 A30 A31 A32 >

Punkte

Aufgabe 29. (i) Esist |X,| € AT, damit folgt

E (Z Xn|> = > E(Xn]) < o

neN neN

Damit folgt mit 20.13. P (3°,,cx [ X»| = 00) = 0 und damit

P (Z 1X,| < oo) =1.

neN

neN

(ii) Es ist analog zu (i)

> x,

]E (
neN
Also Y oy XnZh und ) o | X0 € 2.

(iii) Setze Sy, ==Y ,_; Xi. Es gilt lim,, .o S, = Y onen Xk € A und

ZXk <Z|Xk|<Z|X le. .

neN
Insbesondere folgt sup,,cy [Xn| <3, cn | Xn| € £

Wegen Monotonie der Erwartung

E(lSn]) <E (Z |Xk|> =Y E(IXk|) < oo

keN keN

) <E (Z |Xn|> =) E(|X,]) < oo

neN neN

neN

1Snl =

Also ist S, € £ fiir n € N. Damit folgt mit dominierter Konvergenz im letzten Schritt:
Y EX,) = lim > EX
neN k=1

Linearitat . -

lim E(S,)

n—oo
= E (Z Xn> )
neN

X (z) dz dy

Aufgabe 30. (a) Es gilt

3

/ P(X >y)dy =
0

£ (2) 145, dzdy

Fubini

/ fX 1,5y dydx

[
- /0 / 2)dydz
|

o
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(b) Es gilt
B = [ X >y)dy
0
:/ / X (w) dwdy
0 Y
:/ / Ae M dzdy
0 Y
:/ e M dy
0
1
A
(c) Es gilt

geometrische Reihe

— 1-(1-p)
=> (—p"!
n=1
geometrische Reihe
1
1-(1-p)
_1
p

Aufgabe 31. (a) Esist
Var(X) =E [(X —E(X))*] =0

(CBQOPEAT ) p (X — E(X))? = 0) = P(X — E(X) = 0) = P(X = E(X)).

(b) e Es gilt nach Definition

e Mit Linearitdt der Erwartung folgt direkt

Cov(aX +bY,Z) =E[(aX +bY —E(aX +0Y)(Z —E(2))]
=E[(a(X - E(X)) +b(Y —E(Y)))(Z — E(2))]
=aE[(X — E(X))(Z - E(2))] + bE[(Y — E(Y))(Z — E(2))]
= aCov(X, Z) + bCov(Y, Z).
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e Mit Monotonie der Erwartung im letzten Schritt folgt

Cov(X, X) = E[(X — E(X))(X - E(X))] = E[(X - E(X))?] > 0.
>0

e Es gilt E(a) = a, also

Cov(a,X) =E[(a —E(a))(X —E(X))] = E(0) = 0.
(¢) e Mit der Linearitéit der Kovarianz und der letzten Eigenschaft in (b) folgt sofort

Var(aX +b) = Cov(aX +b,aX +)
fincar aCov(X,aX +b) + Cov(b,aX + b)
—_————
—0 (b.4)
hear 12Cov(X, X) + Cov(X,b)
~———
=0 (b.4)
= a*Var(X).

e Mit Linearitdt und Symmetrie folgt

Var(X +Y) =Cov(X +Y, X +7Y)
= Cov(X, X) + Cov(X,Y) + Cov(Y, X) + Cov(Y,Y)
= Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

Aufgabe 32. (a) Wir definieren den Wahrscheinlichkeitsraum Q = {(i1,...,%,)[i; € {1,...,m}}
als die Menge aller n-Tupel mit Werten zwischen 1 und m, wobei das j-te Element eines Tupels
angibt, welche Ente der j-te Jéger gewadhlt hat. Dann enthélt das Ereignis

Ai = {(il,...,in) EQ,Z#Z[VZ S {17,77,}}

alle Elementarereignisse, in denen die i-te Ente nicht getroffen wird. Die Zufallsvariable X;:  —
{0,1},w +— 14, gibt an, ob die i-te Ente tiberlebt (1) oder nicht (0). Dann ist durch X =
>, X, gerade die Anzahl der iiberlebenden Enten gegeben. Es gilt aufgrund der Linearitét
des Erwartungswerts

(b) Wir bestimmen zunéchst
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Fiir i = j gilt P(4; N A;) =P(4;) =m (22)". Sei also i # j
_#HANA;
=g
_(m—2 2
B m

Es gilt daher

Var(X) = E(X?) — B(X)?

i,j=1
=Y E(X:iX)+ Y. E(X:X;) - E(X)?
i=1 i#£5,1<i,j<m

o (252 s () o (25

(c) Fiir n =m = 50 gilt 77?Var(X) ~ 0.0996 und E(X) ~ 18.2. Fiir m; = 11, ms = 26 erhalten wir

P(X € [m1,my]) > P(|X —E(X)| <7)
—1-P(X - EX)|>7)

Ungleichung von Tschebycheff

>1—7*Var(X)
>1-0.0996
>0.9



