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Aufgabe A29 A30 A31 A32
∑

Punkte

Aufgabe 29. (i) Es ist |Xn| ∈ A+, damit folgt

E

(∑
n∈N
|Xn|

)
=
∑
n∈N

E(|Xn|) <∞.

Damit folgt mit 20.13. P
(∑

n∈N |Xn| =∞
)

= 0 und damit

P

(∑
n∈N
|Xn| <∞

)
= 1.

(ii) Es ist analog zu (i)

E

(∣∣∣∣∣∑
n∈N

Xn

∣∣∣∣∣
)
≤ E

(∑
n∈N
|Xn|

)
=
∑
n∈N

E(|Xn|) <∞.

Also
∑
n∈NXnL1 und

∑
n∈N |Xn| ∈ L1.

(iii) Setze Sn :=
∑n
k=1Xk. Es gilt limn→∞ Sn =

∑
n∈NXk ∈ A und

|Sn| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|Xk| ≤
∑
n∈N
|Xn| ∈ L1.

Insbesondere folgt supn∈N |Xn| ≤
∑
n∈N |Xn| ∈ L1.

Wegen Monotonie der Erwartung

E(|Sn|) ≤ E

(∑
k∈N
|Xk|

)
=
∑
k∈N

E(|Xk|) <∞.

Also ist Sn ∈ L1 für n ∈ N. Damit folgt mit dominierter Konvergenz im letzten Schritt:∑
n∈N

E(Xn) = lim
n→∞

n∑
k=1

E(Xn)

Linearität
= lim

n→∞
E

(
n∑
k=1

Xn

)
= lim

n→∞
E(Sn)

= E

(∑
n∈N

Xn

)
.

Aufgabe 30. (a) Es gilt ∫ ∞
0

P(X > y) dy =

∫ ∞
0

∫ ∞
y

fX(x) dx dy

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

fX(x)1x>y dxdy

Fubini

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

fX(x)1x>y dy dx

=

∫ ∞
0

∫ x

0

fX(x) dy dx

=

∫ ∞
0

xfX(x) dx

=

∫
Ω

X(ω)f(ω) dω

= E(X)
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(b) Es gilt

E(X) =

∫ ∞
0

P(X > y) dy

=

∫ ∞
0

∫ ∞
y

fX(ω) dω dy

=

∫ ∞
0

∫ ∞
y

λe−λx dxdy

=

∫ ∞
0

e−λy dy

=
1

λ

(c) Es gilt

E(X) =

∞∑
n=1

P(X ≥ n)

=

∞∑
n=1

∞∑
k=n

pX(k)

=

∞∑
n=1

∞∑
k=n

(1− p)k−1p

=

∞∑
n=1

p(1− p)n−1
∞∑
k=0

(1− p)k

geometrische Reihe

=

∞∑
n=1

p(1− p)n−1 1

1− (1− p)

=

∞∑
n=1

(1− p)n−1

geometrische Reihe

=
1

1− (1− p)

=
1

p

Aufgabe 31. (a) Es ist

Var(X) = E
[
(X − E(X))2

]
= 0

(X−E(X))2∈A+

⇐⇒ 1 = P
(
(X − E(X))2 = 0

)
= P (X − E(X) = 0) = P(X = E(X)).

(b) • Es gilt nach Definition

Cov(X,Y ) = E [(X − E(X))(Y − E(Y ))]

= E [(Y − E(Y ))(X − E(X))]

= Cov(Y,X).

• Mit Linearität der Erwartung folgt direkt

Cov(aX + bY, Z) = E [(aX + bY − E(aX + bY )(Z − E(Z))]

= E [(a(X − E(X)) + b(Y − E(Y )))(Z − E(Z))]

= aE[(X − E(X))(Z − E(Z))] + bE[(Y − E(Y ))(Z − E(Z))]

= aCov(X,Z) + bCov(Y,Z).
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• Mit Monotonie der Erwartung im letzten Schritt folgt

Cov(X,X) = E[(X − E(X))(X − E(X))] = E[(X − E(X))2︸ ︷︷ ︸
≥0

] ≥ 0.

• Es gilt E(a) = a, also

Cov(a,X) = E [(a− E(a))(X − E(X))] = E(0) = 0.

(c) • Mit der Linearität der Kovarianz und der letzten Eigenschaft in (b) folgt sofort

Var(aX + b) = Cov(aX + b, aX + b)

linear
= aCov(X, aX + b) + Cov(b, aX + b)︸ ︷︷ ︸

=0 (b.4)

linear
= a2Cov(X,X) + Cov(X, b)︸ ︷︷ ︸

=0 (b.4)

= a2Var(X).

• Mit Linearität und Symmetrie folgt

Var(X + Y ) = Cov(X + Y,X + Y )

= Cov(X,X) + Cov(X,Y ) + Cov(Y,X) + Cov(Y, Y )

= Var(X) + Var(Y ) + 2Cov(X,Y ).

Aufgabe 32. (a) Wir definieren den Wahrscheinlichkeitsraum Ω = {(i1, . . . , in)|ij ∈ {1, . . . ,m}}
als die Menge aller n-Tupel mit Werten zwischen 1 und m, wobei das j-te Element eines Tupels
angibt, welche Ente der j-te Jäger gewählt hat. Dann enthält das Ereignis

Ai := {(i1, . . . , in) ∈ Ω, i 6= il∀l ∈ {1, . . . , n}}

alle Elementarereignisse, in denen die i-te Ente nicht getroffen wird. Die Zufallsvariable Xi : Ω→
{0, 1}, ω 7→ 1Ai

gibt an, ob die i-te Ente überlebt (1) oder nicht (0). Dann ist durch X :=∑m
i=1Xi gerade die Anzahl der überlebenden Enten gegeben. Es gilt aufgrund der Linearität

des Erwartungswerts

E(X) = E

(
m∑
i=1

Xi

)

=

m∑
i=1

E(Xi)

=

m∑
i=1

E(1Ai)

=

m∑
i=1

P(Ai)

=

m∑
i=1

#Ai
#Ω

=

m∑
i=1

(m− 1)n

mn

= m ·
(
m− 1

m

)n
(b) Wir bestimmen zunächst

E(XiXj) = E(1Ai
· 1Aj

)

= E(1Ai∩Aj
)

= P(Ai ∩Aj)
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Für i = j gilt P(Ai ∩Aj) = P(Ai) = m
(
m−1
m

)n. Sei also i 6= j

=
#Ai ∩Aj

#Ω

=

(
m− 2

m

)2

Es gilt daher

Var(X) = E(X2)− E(X)2

= E

 m∑
i=1

Xi

m∑
j=1

Xj

− E(X)2

= E

 m∑
i,j=1

XiXj

− E(X)2

=

m∑
i,j=1

E(XiXj)− E(X)2

=

m∑
i=1

E(XiXi) +
∑

i 6=j,1≤i,j≤m

E(XiXj)− E(X)2

= m ·
(
m− 1

m

)n
+ (m2 −m)

(
m− 2

m

)2

−m2 ·
(
m− 1

m

)2n

(c) Für n = m = 50 gilt 7−2Var(X) ≈ 0.0996 und E(X) ≈ 18.2. Für m1 = 11,m2 = 26 erhalten wir

P(X ∈ [m1,m2]) ≥ P(|X − E(X)| ≤ 7)

= 1−P(|X − E(X)| > 7)

Ungleichung von Tschebycheff

≥ 1− 7−2Var(X)

≥ 1− 0.0996

≥ 0.9
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