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Aufgabe A33 A34 A35 A36
∑

Punkte

Aufgabe 33. (a) Anwenden der Formel der VL ergibt sofort für x ∈ R:

fX(x) =

∫
R
fX,Y (x, y) dy

=

∫
R

1

π
1{(x,y)∈E} dy

= 1{|x|≤1}

∫ √1−x2

−
√
1−x2

1

π
dy

=
2

π

√
1− x21{|x|≤1}

Ganz analog folgt für y ∈ R:

fY (y) =
2

π

√
1− y21{|y|≤1}.

(b) Anwenden der Formel der VL ergibt zunächst mit Anwendung des Transformationssatzes

E(X) =

∫
R
xfX(x) dx

=
1

π

∫ 1

−1
2x
√
1− x2 dx

=
1

π

[∫ 0

−1
2x
√
1− x2 dx +

∫ 1

0

2x
√
1− x2 dx

]
z=1−x2

=
1

π

[∫ 1

0

−
√
z dz +

∫ 0

1

−
√
z dz

]
= 0

Unter erneuter Formelanwendung folgt

E(X2) =

∫
R
x2fX(x) dx

=
2

π

∫ 1

−1
x2
√
1− x2 dx

x=sin(ϕ)
=

2

π

∫ π
2

−π2
sin2(ϕ) cos2(ϕ) dϕ

=
2

π

∫ π
2

−π2

1

4
sin2(2ϕ) dϕ

ψ=2ϕ
=

1

2π

∫ π

−π
sin2(ψ)

1

2
dψ

=
1

4π

∫ π

−π

1

2
(sin2(ψ) + cos2(ψ)) dψ

=
1

8π
2π

=
1

4

Damit folgt

Var(X) =
1

4

1
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Ganz analog

Var(Y ) =
1

4

Betrachte nun zunächst∫ 2π

0

sin(ϕ) cos(ϕ) dϕ
part. Integrat.

= sin2 ϕ
∣∣∣2π
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ 2π

0

sinϕ cosϕdϕ

Damit folgt∫ 2π

0

sinϕ cosϕdϕ = 0 (1)

Es ist
∫
R2

∣∣xy
π

∣∣1{(x,y)∈E} d(x, y) ≤ 1
πL 2(E) = 1 <∞, d.h. Fubini ist anwendbar. Damit folgt

E(XY ) =

∫
R2

xyfX,Y (x, y) d(x, y)

=

∫
R

∫
R

xy

π
1{(x,y)∈E} dxdy

Trafosatz
=

1

π

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

dϕ r3 cos(ϕ) sin(ϕ)

=
1

4π

∫ 2π

0

cos(ϕ) sin(ϕ) dϕ

(1)
= 0

Da E(X) = E(Y ) = 0 folgt also

Cov(X,Y ) = 0

Und damit

ρ(X,Y ) = 0.

(c) Es gilt nach VL:X ⊥⊥ Y ⇐⇒ fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) L -f.ü. Nun betrachte A := (−1, 1)2\E.
Dann ist

L 2(A) = L 2(A)−L 2(E) = 22 − π = 4− π > 0.

Also ist A keine L -Nullmenge. Jedoch gilt ∀(x, y) ∈ A:

fX,Y (x, y) = 0 6= 4

π2

√
1− x2︸ ︷︷ ︸
>0

√
1− y2︸ ︷︷ ︸
>0

.

Also folgt X und Y nicht unabhängig.

Aufgabe 34. (a) Es gilt

FZp(x) = PZp((−∞, x])

= P(−1)Vp ·Y ((−∞, x] ∩ {Vp = 0}) + P(−1)Vp ·Y ((−∞, x] ∩ {Vp = 1})
= PY ((−∞, x] ∩ {Vp = 0}) + P−Y ((−∞, x] ∩ {Vp = 1})

Y⊥⊥Vp
= P({Y ≤ x}) · P({Vp = 0}) + P({−Y ≤ x}) · P({Vp = 1})

Symmetrie N(0,1)
= P({Y ≤ x}) · P({Vp = 0}) + P({Y ≤ x}) · P({Vp = 1})
= P({Y ≤ x}) · P({Vp = 0} ∪ {Vp = 1})
= P({Y ≤ x})
= FY (x)

Daher gilt Zp ∼ Y ∼ N(0,1).
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(b) Es gilt

P({Y < −1, Zp < −1}) = P({Y < −1} ∩ {Vp = 0}) Y⊥⊥Vp
= P({Y < −1}) · P({Vp = 0})

= (1− p) · P({Y < −1})

und völlig analog

P({Y < −1, Zp > 1}) = P({Y < −1} ∩ {Vp = 1}) Y⊥⊥Vp
= P({Y < −1}) · P({Vp = 1})

= p · P({Y < −1})

Angenommen, Y ⊥⊥ Zp. Dann gilt

P({Y < −1, Zp < −1}) = P({Y < −1})P({Zp < −1})

(1− p) · P({Y < −1}) (a)
= P({Y < −1})2

(1− p) = P({Y < −1})

und völlig analog

P({Y < −1, Zp > 1}) = P({Y < −1})P({Zp > 1})

p · P({Y < −1})
(a), Symmetrie N(0,1)

= P({Y < −1})2

p = P({Y < −1})

Nun führen wir eine Fallunterscheidung durch. Für p = 1
2 folgt P({Y < −1}) < P({Y < 0}) ≤ 1

2 ,
Widerspruch zu p = P({Y < −1}). Für p 6= 1

2 erhalten wir aus p = P({Y < −1}) = (1 − p)
ebenfalls einen Widerspruch. Daher ist Y 6⊥⊥ Zp.

(c) Es gilt

E(Y Zp) =

∫
R

∫
R
yzfY,Zp(y, z) dy dz

Zp=(−1)VpY
=

∫
0,1

∫
R
y2(−1)vfY,Vp(y, v) dy dv

Y⊥⊥Vp
= (1− p) ·

∫
R
y2fY (y) dy + p ·

∫
R
−y2fY (y) dy

= (1− 2p)

∫
R
y2fY (y) dy

Auÿerdem gilt

E(y)E(Zp) =

∫
R
yfY (y) dy

∫
R
zfZp(z) dz

Zp=(−1)VpY
=

∫
R
yfY (y) dy ·

∫
0,1

∫
R
y(−1)vfY,Vp(y, v) dy dv

Y⊥⊥Vp
= (1− p) ·

(∫
R
yfY (y) dy

)2

− p ·
(∫

R
y2fY (y) dy

)2

= (1− 2p)

(∫
R
yfY (y) dy

)2

Für p = 1
2 erhalten wir daher

Cov(Y,Zp) = E(Y Zp)− E(Y )E(Zp) = 0− 0 = 0.
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Aufgabe 35. (a) Rechnen ergibt für z ∈ R

FM1(z) = P ({M1 ≤ z})

= P
({

min
i∈{1,...,n}

Xi ≤ z
})

= 1− P

(
n⋂
i=1

{Xi > z}

)
unabh.
= 1−

n∏
i=1

P({Xi > z})

idv
= 1− (1− FX(z))n

FM2(z) = P ({M2 ≤ z})

= P

(
n∏
i=1

{Xi ≤ z}

)
unabh.
=

n∏
i=1

P({Xi ≤ z})

idv
= FX(z)n.

(b) Für X1 ∼ Expλ ist FX1 = (1− exp(−λz))1R+ . Damit folgt

FM1(z) = 1− (1− FExpλ(z))
n

= 1−
[
1− (1− exp(−λz))1R+(z)

]n
= 1− [1− 1R+(z) + exp(−λz)1R+(z)]

n

= 1−

{
exp(−λnz) z ∈ R+

1 z 6∈ R+

= (1− exp(−λnz))1R+

= FExpnλ .

Da die Verteilungsfunktion das W-Maÿ eindeutig festlegt, folgt M1 ∼ Expnλ.

(c) Für X1 ∼ U[0,θ] ist die Dichte f(x) =
1
θ1[0,θ] gegeben. Damit folgt

Eθ(X1) =

∫
R

x

θ
1[0,θ] dx

=
1

θ

∫ θ

0

xdx

=
θ

2

Eθ(X2
1 ) =

∫
R

x2

θ
1[0,θ] dx

=
1

θ

∫ θ

0

x2 dx

=
θ2

3

Varθ(X1) = Eθ(X2
1 )− Eθ(X1)

2

=
θ2

3
− θ2

4

=
θ2

12
.

4
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Es gilt fM2 = (FM2)′. Damit folgt für z ∈ R:

fM2(z) = (FM2)′(z)

= (FX(z)n)′

= n(FX(z)n−1)fX(z)

= n

(
(z ∧ θ) ∨ θ

θ

)n−1
1

θ
1[0,θ](z)

=
n

θn
zn−11[0,θ](z)

Damit folgt

Eθ(M2) =

∫
R
x
nxn−1

θn
1[0,θ] dx

=
n

θn

∫ θ

0

xn dx

=
n

n+ 1
θ.

(d) Rechnen ergibt

Eθ(Xn) = Eθ

(
1

n

n∑
k=1

Xk

)
lin.
=

1

n

n∑
k=1

Eθ(Xk)

idv
= Eθ(X1)

=
θ

2

Damit folgt

Biasθ(θ̂1) = Eθ(θ̂1 − θ)
= 2Eθ(Xn)− θ

= 2
θ

2
− θ

= 0

Biasθ(θ̂2) = Eθ(θ̂2 − θ)
= Eθ(M2)− θ

=
n

n+ 1
θ − θ

= − θ

n+ 1

Nun rechne

Eθ(M2
2 ) =

∫
R
x2
nxn−1

θn
1[0,θ](x) dx

=
n

θn

∫ θ

0

xn+1 dx

=
n

n+ 2
θ2 (2)
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Es ist o�ensichtlich θ̂3 nun erwartungstreu. Damit folgt für n > 1

Varθ(θ̂1) = 4Varθ(Xn)

unabh.
=

4

n2

n∑
k=1

Varθ(Xk)

idv
=

4

n
Varθ(X1)

=
θ2

3n

>
θ2

n(n+ 2)

=

(
n+ 1

n

)2
n

n+ 2
θ2 − θ2

(2)
=

(
n+ 1

n

)2

Eθ(M2
2 )− Eθ

(
n+ 1

n
M2

)2

= Eθ(θ̂23)− Eθ(θ̂3)2

= Varθ(θ̂3)

Schlussendlich ergibt sich

MSEθ(θ̂1) = Eθ(|θ̂1 − θ|2)

= 4Eθ(X
2

n)− θ2

= 4Varθ(Xn) + 4Eθ(Xn)
2 − θ2

iid
=

4

n
Varθ(X1)

=
θ2

3n

MSEθ(θ̂2) = Eθ(θ̂22)− 2θEθ(M2) + θ2

=
n

n+ 2
θ2 − 2

n

n+ 1
θ2 + θ2

=
2θ2

(n+ 2)(n+ 1)

MSEθ(θ̂3) = Eθ(θ̂23)− 2θEθ(θ̂3) + θ2

=

(
n+ 1

n

)2
n

n+ 2
θ2 − θ2

=
θ2

n(n+ 2)
.

Aufgabe 36. (a) Wir wählen die Hypothesen H0 : µ ≤ µ0 und H1 : µ > µ0. Der Student-t-Test ist
dann gegeben durch

φrc = 1√n(Xn−µ0)≥cŜn

mit c = t(n−1),(1−α). Wir berechnen also zunächst

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi = 103.64,

Ŝn =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 ≈ 5.22

und
c = t(n−1,1−α) = t9,0.95 = 1.833.

Daraus folgt
φrc = 1√10(103.64−100)≥1.833·5.22 = 111.51≥9.57 = 1,

wir lehnen also ab.
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(b) Wir wollen als Partition in richtige und falsche Parameter Rµ = {µ} und Fµ = R \ {µ}. Dann
erhalten wir als assoziierte Familie von Partitionen und Null- und Alternativhypothesen H 0

µ =
{µ} und H 1

µ = R\{µ}. Da der beidseitige Student-t-Test ein α-Test der Nullhypothese H0 : H 0
µ

gegen die Alternative H1 : H 1
µ für jedes µ ∈ R ist, muss die assoziierte Bereichsschätzfunktion

für ({Rµ,Fµ})µ∈R ein (1−α)-Kon�denzbereich sein. Die assoziierte Bereichsschätzfunktion zum
beidseitigen Student-t-Test φbt(n−1),(1−α/2),µ

(X1, . . . Xn) ist gegeben durch

B(X1, . . . , Xn) = {µ ∈ R : φbt(n−1),(1−α/2),µ
(X1, . . . Xn) = 0}

= {µ ∈ R :
√
n|Xn − µ| ≤ t(n−1),(1−α/2)S}

= {µ ∈ R : |Xn − µ| ≤
S√
n
t(n−1),(1−α/2)}

=

[
Xn −

S√
n
t(n−1),(1−α/2), Xn +

S√
n
t(n−1),(1−α/2)

]
Das war zu zeigen.

(c) Mithilfe unserer numerischen Resultate aus der (a) sowie der Aussage von Teilaufgabe (b) folgern
wir, dass

[103.64− 5.22√
10
t9,0.975, 103.64 +

5.22√
10
t9,0.975] ⊂ [99.90, 107.38]

ein 95%-Kon�denzintervall ist.
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