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Josua Kugler, Christian Merten

Aufgabe A33 A34 A35 A36 >
Punkte
Aufgabe 33. (a) Anwenden der Formel der VL ergibt sofort fiir = € R:

Ganz analog folgt fiir y € R:

(b) Anwenden der Formel der VL ergibt zunéchst mit Anwendung des Transformationssatzes

E(X)

X () = /R £ () dy

1

= /R;]l{(m,y)eE} dy

Unter erneuter Formelanwendung folgt

E(X?)

Damit folgt

Var(X)

V1—x2 1

]1{\z|s1}/ —dy

Viezz T

2
V1= 2l

2
—V1I=y gy <y

/xfx(x)dx
R

1
%/ 90y/1— 22 da
1 0 !
[/ 2wv/T=atde + [ zxmdx}
™ -1 0
1 1 0
- — d — d
([ e v
0
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Ganz analog
Var(Y) = -

Betrachte nun zunéchst

m art. Integrat 2m 2m
/ sin(p) cos(p)dp P EE G| — / sing cos pdy
0 0 0

=0

Damit folgt

2m
/ sinpcospde = 0 (1)
0

Es ist [po |“"—7§’} Lizyeryd(z,y) < %XQ(E) =1 < oo, d.h. Fubini ist anwendbar. Damit folgt

E(XY) = / wyf* (2,y)d(z,y)
— // ]l{u verydrdy
Trafosatz 7/ dr d<p7“ cos(ip) sin(yp)
T Jo 0
27
— e A cos(p) sin(yp) de
w 0
Da E(X) = E(Y) = 0 folgs also
Cov(X,Y) = 0
Und damit
p(X,Y) = 0

(c) BEsgiltnach VL: X 1 Y <= fXY(z,y) = fX(2)fY (y) ZL-f.ii. Nun betrachte A := (—1,1)%\E.
Dann ist
LA =LA - L*E)=2>—71=4—71>0.

Also ist A keine .Z-Nullmenge. Jedoch gilt V(z,y) € A:

(@ y) =04 — \/1—x2\/

Also folgt X und Y nicht unabhingig.
Aufgabe 34. (a) Es gilt
F7(z) = P%» ((—o00, z])
= PCDTY(—00,2] N {V = 0}) + POV (—o0,a] N {1, = 1)
= P ((~00,2] N {V, = 0}) + P~V ((—o0, 2] N {V;, = 1})

TER L BUY <o) PV, = 0) + PU-Y < o)) PV, = 1))
RO (Y <) PV, = 0) + BUY <a}) PV, = 1)
PH{Y <a}) - P({V, = 0} U {V}, = 1})
_ P({Y < z})
= FY (x)

Daher gilt Z, ~Y ~ N 1).
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(b) Es gilt
P{Y < -1,Z,<-1})) = PB{Y<-1}n{V,=0}) =" PH{Y <-1})-B({V,=0})
(1-p) - P{Y < -1})
und vollig analog
P{Y < -1,7Z,>1}) = PB{Y<-1}n{V,=1}) =" PHY <-1})-P({V, =1})

= pPH{Y <-1}

Angenommen, Y 1l Z,. Dann gilt

PU{Y < -1,2, < —1}) = P{Y < —1})P({Z, < —1})
(1-p) By < -1}) € P{Y < -1}
(1-p) = PHY <-1})
und vollig analog
P{Y < 1,2, > 1}) - P{Y < —1})P({Z, > 1})
Py < -1p) IOV py < —qyp?
p = PHY < -1})

Nun fithren wir eine Fallunterscheidung durch. Fur p =3 folgt P{Y < —1}) < P{Y < 0}) < 3,

Widerspruch zu p = P({Y < —1}). Fiir p # 1 erhalten wir aus p = P({Y < —1}) =

(1-p)

ebenfalls einen Widerspruch. Daher ist Y /L Z,,.

= e
0,1

(c) Es gilt
E(Y Z,) =
YLV,
Aufserdem gilt
E(y)E(Zp) =
Zp=(—1)"?Y
YLV,

Fiir p = 1 erhalten wir daher

Cov(Y, Zy)

=E(YZ,)

//yzfy’zp(y,z)dydz

1)UfYVe (y,v) dy dv

— ). 2¢Y . ., 2eY
(1-p) /Ryf (y)derp/R yt" (y)dy
(1=2) [ 7 )y

[ty [ %) as
Lo way: [ [
- ([ y) (] 2fY<y>dy)2
-2 ([ ") dy)2

1)U Ve (y,v) dy dv

—E(Y)E(Z,) =0—0=0.
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Aufgabe 35. (a) Rechnen ergibt fiir z € R

F'(z) = P{Mi<z})

)
= 1-P (ﬁ{Xi > z})

mE TIPS =)

L (1-FX()"
F'2(z) = P({Mx<2})

- P(ﬁ{)@w})
=1
una:bh. ﬁIP’({Xlgz})

A

(b) Fiir X; ~ Exp, ist F¥t = (1 — exp(—\z))1g+. Damit folgt
FMi(z) =1 — (1 — Fixp, (2))"
=1—[1—(1—exp(—Az)) Lp+(»]"
=1—[1 - Ig+(2) + exp(—A2)Ig+(2)]"
_q {exp(—)\nz) z €RT

1 2 ¢ RT
= (1 — exp(—Anz))lg+
= IE1Exp N

Da die Verteilungsfunktion das W-Mafs eindeutig festlegt, folgt M; ~ Exp,, .
(¢) Fiir X; ~ Ujp,g) ist die Dichte f(z) = $1(9,¢ gegeben. Damit folgt

X

0

0
/ rdx
0

Eo(X1) = Ljo,g) da
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Es gilt fM2 = (FM2)/. Damit folgt fiir 2 € R:

FY(2) = ®M2) ()
— (FX Z)n)/
=n(F¥ ()" 1) (2)
(zAO) VO "1
=n <0 5]1[079] (Z)
n _
=g Mjo,01(2)
Damit folgt
nxn—l
EH(M2)—/iU Ljg,g d
R 0" ’
0
= % " dx
0™ Jo
n
Cn+1
(d) Rechnen ergibt
Eo(X.) = Eo 1S x
oAn) = 0 EZ k
k=1
lin 1 =
2 = Ee(Xe)
k=1
T Ee(Xy)
_ ¢
2
Damit folgt
Biasg(f1) = Eg(0;—0)
= 2Ey(X,) -0
0
= 25—0
= 0
Biasg(fy) = Eg(fy —0)
Eo(M,) — 6
= 2 -9
n+1
__f
B n+1
Nun rechne
nmnfl
Eo(M3) = /$2 on Ljo,p(2) da
R
0
= E/ 2"t dx
0™ J,
_ n_p2
B n+26
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Es ist offensichtlich 65 nun erwartungstreu. Damit folgt fiir n > 1

Varg(01) = 4Vary(X,)

nabh. 4 -
- ﬁ ZVarg(Xk)
k=1

idv 4

& ZVarg(X7)
n

92

3n

92

~ n(n + 2)

_ <n+1>2 Ny g2

n n+2

+1\? +1_\?
@ (”n ) Eg(Mg)—m(”n M2>

= E(03) — Eo(6s)°
= Varg(ds)

Schlussendlich ergibt sich
MSEg(61) = Eo(|6, — 0%
= AR (X) - 6?
= 4Varg(X,) + 4E¢(X )% — 62
4
= ﬁVarg(Xl)
02
3n
MSEg(fy) = Eg(62) — 20E¢ (M) + 62
= Do " g2
n+2 n+1
262
(n+2)(n+1)
MSEg(f3) = Eg(02) — 20Eq(0s) + 6
_ (n+1>2 N g2
n n+2
02

n(n+2)

Aufgabe 36. (a) Wir wihlen die Hypothesen Hy: pu < po und Hy: g > pg. Der Student-t-Test ist
dann gegeben durch

$e =1 mxr—po)>esn
mit ¢ = t(,,_1),(1—a)- Wir berechnen also zunéchst

1
X,=-Y X;=103.64,
o>

=1

. 1 <& _
S, = > (X - X2~ 522

n—1~4%
=1

und
¢ =1t(n-1,1-a) = to,0.05 = 1.833.
Daraus folgt
be =1 /15(103.64-100)>1.833.5.22 = 111512057 = 1,

wir lehnen also ab.
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(b)

Wir wollen als Partition in richtige und falsche Parameter R, = {u} und F, = R\ {¢}. Dann
erhalten wir als assoziierte Familie von Partitionen und Null- und Alternativhypothesen %”HO =
{u} und 52! = R\ {u}. Da der beidseitige Student-¢-Test ein a-Test der Nullhypothese Hy: ;.
gegen die Alternative Hj : jfj} flir jedes 1 € R ist, muss die assoziierte Bereichsschétzfunktion
fiir ({Ru, Fu})uer ein (1 —ca)-Konfidenzbereich sein. Die assoziierte Bereichsschétzfunktion zum

beidseitigen Student-¢-Test ¢?<n71> (17()/2),#(){1’ ... X,) ist gegeben durch

B(X1,.. ., Xp) ={n€R: G Xy X) =0}
={peR:Vn|X, — pl <tm-1),(1-a/2)S}
— S
={peR:|X,—pl < ﬁt(nflL(lfa/Q)}

__ S _— S
= |Xp — %t(nq),(ka/z), Xn + %t(nq),(pa/z)

Das war zu zeigen.

Mithilfe unserer numerischen Resultate aus der (a) sowie der Aussage von Teilaufgabe (b) folgern
wir, dass

5.22 5.22
[103.64 — stooars; 103.61+ \/T>Ot9’()‘975] C [99.90,107.38]

ein 95%-Konfidenzintervall ist.



