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Aufgabe A33 A34 A35

Punkte

Aufgabe 33.

Ganz analog folgt fiir y € R:

(b) Anwenden der Formel der VL ergibt zunéichst mit Anwendung des Transformationssatzes

E(X)

(a) Anwenden der Formel der VL ergibt sofort fiir « € R:

X () = /R £ () dy

1

— [ =1 d
/M {(z)ery dy

V1—x2 1

= ]1{\z|s1}/ —dy

Viezz T

2
V1= 2l

2
—V1I=y gy <y

= /xfx(x)dx
R
1/t
= f/ 22/ 1 — 22dzx
TJ-1
0 1
= 1{/ 2x\/1—$2dx—|—/ Zx\/l—xde}
™ 1J-1 0
_ 1 1 0
== {/ —V/zdz —|—/ —\/Edz}
™ LJo 1
= 0

Unter erneuter Formelanwendung folgt

E(X?)

Damit folgt

Var(X)
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Ganz analog
Var(Y) = -

Betrachte nun zunéchst

m art. Integrat 2m m
/ sin(g) cos(p)dp P EET gin? —/ sin g cos p dep
0 0 0

=0

Damit folgt
2m
/ sinpcospde = 0 (1)
0
Es ist [po |[Z2] L{(zyyery d(z,y) < LL%(E) =1 < oo, d.h. Fubini ist anwendbar. Damit folgt
Bxv) = [ e e aes
= / / — L@yerydzdy
Trafosat o
e f/ dr / dpr3 cos(p) sin(yp)
™ Jo 0
1 2w
= E/o cos(y) sin(p) dy

Da E(X) = E(Y) = 0 folgt also

Cov(X,Y)

I
o

Und damit
p(X,Y) = 0.
(c) Esgiltnach VL: X Il Y <= XY (z,y) = f¥(2)fY (y) ZL-f.ii. Nun betrachte A := (—1,1)%\ E.

Dann ist
LA =LA - L E)=2>—71=4—71>0.

Also ist A keine .Z-Nullmenge. Jedoch gilt V(z,y) € A:

P (@) =04 = \/1—902\/

Also folgt X und Y nicht unabhéingig.
Aufgabe 34. (a) Es gilt
FZ» (z) = P?» ((—o0, z])
= PCDY (00, 2] N {V, = 0}) + PCD Y (—o0,2] N {V, = 1})
= PY (00, 2] N {V} = 0}) + P~ ((—00,2] N {V;, = 1})

YAV, P{Y < a})-P({V, = 0}) + P({-Y < a}) - P({V, = 1})
LD p({y <)) P({V, = 0)) + P{Y < a}) - P({V, = 1)
_ P{Y < a}) - P({V, = 0} U{V, = 1})
- P{Y <z})

- P

Daher gilt Z, ~Y ~ N 1).
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(b) Es gilt
P{Y <-1,Z,<-1}) = P{Y<-1}n{V=0}) =" P{Y <-1}) P{V,=0})
= (1-p)-P{Y <-1})
und vollig analog
P{Y <-1,7Z,>1}) = P{Y <-1}n{V,=1}) =7 P{Y < -1})-P({V, = 1})

Angenommen, Y 1l Z,. Dann gilt

p-PH{Y <-1})

P{Y < -1,Z, < —-1}) = P{Y < -1})P({Z, < —1})
(1-p) - P({Y < -1}) & Py < —1})
(I-p) = P{Y <-1})
und vollig analog
P{Y < —1,2, > 1}) - P({Y < —1})P({Z, > 1})
P{Y < —1}) O EmmereNon gy oy
p = PHY < -1})

Nun fiihren wir eine Fallunterscheidung durch. Fiir p = 1 folgt P({Y < —1}) < P{Y < 0}) < 3

Widerspruch zu p = P({Y < —1}).

Fiirp;é%

ebenfalls einen Widerspruch. Daher ist Y /L Z,,.

//yzfy’zp(%z)dydz

= e
0,1

(c) Es gilt
E(YZ,) =
YLV,
Auferdem gilt
E(y)E(Zp) =
Zp=(=1)"PY
Y 1LV,

Fiir p = 0 erhalten wir daher

Cov(Y, Z,)

=E(YZ,)

vaV y

(1—29)-/Ry2fy(y)dy
(1—217)/Ry2fy(y) dy

erhalten wir aus p = P{Y < —1}) =

(1-p)

v)dydv

+p- /R —y?fY (y) dy

/yffy( )dy/szz (z)dz

Jor - [ [

1)UfYVe (y, v) dy dv

-0 ([0 y) - (/f 2fY<y>dy)2
(1—2p) (/Ryffy(y)dy>2

~E(Y)E(Z,) =0—0=0.
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Aufgabe 35. (a) Rechnen ergibt fiir z € R

Fi(z) = P({M <z}

= P({ min Xigz})
ie{l,...,n}

= 1—P<ﬁ{X¢>Z}>

i=1

unabh. | ﬁp({Xi > z})
i=1
1 - FX )"

= o(lpe)

uni)h. ﬁp({XrLSZ})
= FY ()"

(b) Fiir X; ~ Exp, ist FXt = (1 — exp(—Az))1g+. Damit folgt
FMi(z) =1 — (1 — Fpxp, (2))"
=1—[1—(1—exp(—Az)) Lg+(»]"
=1—[1— 1g+(2) + exp(—A2)1p+ (2)]"
L {exp(—)\nz) z € RT

1 z ¢ RT
= (1 — exp(—=Anz))lg+
= ]FExpnA-

Da die Verteilungsfunktion das W-Mafs eindeutig festlegt, folgt M; ~ Exp,,,.

(c) Fiir X1 ~ Upg g ist die Dichte f(z) = %1[079} gegeben. Damit folgt

T
Eg(X1) = 7 Lo da
R

0

1

:5/0 rdx

o

:1/ 22 dz
0 Jo
92

-3

Varg(X1) = Eg(X2) — Eg(X,)?

62 62
92

f— E.
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Es gilt f™2 = (FM2)’. Damit folgt fiir z € R:

M (2) = (FY2) (2)
(F*(=2)")
n(F¥(2)" " (2)

A0 VO
=n <(0)) 51[0,0] (2)
n

= afnzn_lﬂ[oﬂ] (Z)

Damit folgt

(d) Rechnen ergibt

Damit folgt

Nun rechne
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Es ist offensichtlich f5 nun erwartungstreu. Damit folgt fiir n > 1

Val“g (91 ) = 4Var9 (Yn)

unabh. 4 i
= E Z Varg (Xk)
k=1

idv 4

v —Varg(X1)
n
02

" 3n
92

~ n(n + 2)

_ n+1 2o 02 _ p2
n n 4+ 2
(2) n+1)\2 n+1 2
() nen - (15
n n
= Ey(63) —Eo(0s)°
= Varg(fs)

Schlussendlich ergibt sich
MSEg(:) = Eo(|61 — 6%
= 4Ey(X2) — 62
= 4Varg(X,) + 4Ey(X,)* — 6?
4

= ﬁVarg(Xl)
92
3n

MSEg(fy) = Eg(62) — 20E¢ (M) + 62
= D29 " g2y
n+2 n+1
202
(n+2)(n+1)

MSEg(f3) = Eg(62) — 20E4(fs) + 62

2
_ <n+1> N g2
n n -+ 2
92
n(n+2)




