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Aufgabe A9 A10 All A12 >

Punkte

Aufgabe 9. (a) Beh.: Cy,,, = azd,

Beweis. Es muss gelten

oo
/_ N f(z)de = 1
Damit folgt
/OC Copr” 1,0y s da = /OO Cop,z” @) dg
= Co,, /Oo 2 (D) 4
atl>1 _Ca%nxlrn —al®
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o z—00

a>0 Ca,zm o

o m
|
= 1
Damit folgt dann
Co.z,, = T
O
(b) Beh.: F(z) = (1 — (£22)%) I{zsz,. >0}
Beweis. Falls x < x,, ist f(y) =0 Vy < z, also F(z) = 0. Sei also z > x,. Dann folgt
Bo) = [ asgy @0 dy
— @ y—a v
= —xp, [x @ — x;ﬂ
=—zyx Y+ ayx”
1o (e
x
Insgesamt folgt
T \ @
F@) = (1 () ) Mo
O
(c) Beh.: P([1,2]) = 3 = P((2,0)).
Beweis. Mit o =, = 1 folgt F(x) = (1 — 1) 11,<1y. Damit folgt
1 1
P([1,2]) =F(2) —F(1)=1— B -1+1= B
1 1
P((2,0)) =1—-P((-00,2]) =1-F2)=1—-1+ 3= 3
O
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Aufgabe 10. (a) Ein Neyman-Pearson-Test fiir dieses Testproblem ist gegeben durch die Funktion
14, mit

A, = {x: PPois, (JZ) > PrPoiy,, (.23)}

)\fl/‘ xT
= {x: e™M L > pe=20 20
z! !

Damit einer dieser Tests ein bester Test zum Niveau « € (0,1) ist, muss Py, (Ax) = « gelten.

(b) Da ero—M i—i fiir Ay > Ao und = > 0 stets streng monoton wachsend ist und Py, (Ax) = o vollig
unabhéngig von A; ist, muss jeder beste Test zum Niveau a auch ein gleichméfig bester Test
fiir Hy gegen H/ sein.

(¢) Wahlen wir A = [9157, 00) als Ablehnungsbereich, so erhalten wir

Po(4) = Y kf?e—kogo.oa
k=9157

Fiir ein beliebiges \; existiert jetzt ein k derart, dass wir diesen Ablehnungsbereich als Neyman-
Pearson-Test schreiben kénnen.

)\fL’
{z: eAO*Al/\—i >k} ={9157,...}.
0

Aufgabe 11. Zuniichst ist zu bemerken, dass mit & := {(a,oc] | a € R} nach VL gilt o(&) = B.
Damit ist f: Q@ — R genau dann (<, %) messbar, wenn f~1(&) C <.

(a) (1) Sei m € N. Beh.: Folgende Abbildungen sind (<7, %) messbar:
(i) sup,>p, Xn: Q=R
(ii) infpsm Xn: Q — R
Beweis. (i) Sei a € R bel. Fiir z € R gilt dann

sup X" (z) > a <= In>m: X" (x) > a.

n>m
Damit folgt da X™ (o7, %)-messbar und &7 o-Algebra:
(sup X,,) " ((a,00))) = {z € | sup X"(z) > a}

n>m n>m

={zeQ|In>m: X" >a}

= J{zreQ|X"(2)>a}

n>m

U (X" ((a,0]) € .

n>m cof

Also sup,,s.,, X" (&, %)-messbar.
(ii) Sei a € R. Fiir z € R gilt dann

inf X"(z)<a < In>m: X"(z) <a.

n>m
Damit folgt da X" (7, %)-messbar und &/ o-Algebra:
( igf X)) H[~00,a)) ={r € Q| igf X"(x) < a}
={zeQ|In>m: X" <a}

= U{xEQ|X”(x)<a}

= J &) N([~0,0) € &.
nzm 4

Da auch o({[~oc,a) | a € R}) = & folgt also inf, >, X" (&7, %)-messbar.
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(2) Beh.: limsup,, .. X™ und liminf, ,,, X" sind (<7, %)-messbar.
Beweis. Definiere f,,, = sup,,»,,, Xp,. Dann ist f,,, messbar nach (1)(i) und

limsup X,, = inf sup X,, = inf f,,
n— 00 m2>1p>m m>1

(&, B)-messbar nach (1)(ii).
Definiere nun h,, := inf, >, Xy,. by, messbar nach (1) (i) ¥m € N. Dann ist auch

liminf X,, = sup inf X,, = sup A,

n—o00 m>1 n>m m>1

(o, B)-messbar nach (1)(i). O
(3) Beh.: lim,, oo X, (27, %)-messbar.

Beweis. Sei X = lim,, oo X;,. Dann ist X = liminf, , X, = limsup,,_, X, also X
(7, $B)-messbar nach (2). O

(b) Beh.: Y (&, %)-messbar.

Beweis. Beachte, dass es fiir Z geniigt, die offenen Intervalle (a,o0) fiir a € R zu betrachten.
Sei a € R bel.

e Falls a <0, dann ist 0,1 € (a,00), also Y "1((a,00)) = Q € &.
e Falls 0 < a < 1: Dann ist 1 € (a,00) und 0 ¢ (a, c0). Damit folgt

Y ((a,00)) = {w € Q| X1(w) > Xa(w)}
={we Q| X1 (w) — Xo(w) > 0}
=f{w e Q[ (X1 - Xy)(w) € (0,00]}
= (X1 = X2)71((0, 00)).
Da X1, X, (&, %8)-messbar, ist nach VL auch X1 — X (4, ) messbar. Da weiter (0, 0] €
A, folgt also (X1 — X2)~1((0,00]) € &
e Falls @ > 1, dann ist 0,1 ¢ (a, ), also Y ~*((a,0)) = o0 € .

O

Aufgabe 12. (a) Sei [a,b] ein Intervall in Z(R). Sei dann A := f~([a,n]) und a € U.(inf A) N A
sowie € U.(sup A) N A. Fiir beliebiges a < z < 3 folgt aufgrund der Monotonie a < f(«a) <
f(z) < f(B) < b, also f(z) € [a,b] und damit = € A. Also muss A ein Intervall sein und damit
wieder in A(R) liegen. Da die Menge aller Intervalle [a,b] bereits ein Erzeuger von %(R) ist,
folgt daraus bereits die Messbarkeit.

(b) Sei ($n)nen eine reelle Folge mit lim s, = s. Dann ist (¢n)nen, gn(z) = g(sn,x) eine Funktio-
n— oo

nenfolge, die wegen

lim [lg(sn, ) — g(s,2)]| = || lim_g(s0,) — g(s,2)]| =0

n— o0

gleichméfig konvergiert. Insbesondere gilt also

1 1 1
lim h(s,)= lim g(sn,z)dx :/ lim g¢(sp,z)dx :/ g(s,x) = h(s).
0 0

n—oo n— oo 0 n—oo

(c) Wihle ein A, sodass [0,1] C A € 2%, aber A ¢ #(R) und

m:xn—){x_LxJ reA

T sonst

Dann gilt Ve € [0,1]: k7 1(¢) = {¢,c+1,¢—1,...}, insbesondere ist k~1(c) abzéihlbar und damit
Element von #(R). Fiir x € AN [0, 1]° ist k(c) einfach die leere Menge. Fiir z € A°N [0, 1]° ist
#(c) = {c}. Damit ist die Bedingung an r erfiillt. Dennoch ist k=([0,1]) = A und A ¢ B(R).



