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Aufgabe A13 Al4 Al5 Al6 >

Punkte

Aufgabe 13. (a) Beh.: P¥ ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (X, 2).

Beweis. (i) Esist PX >0,daP > 0.
(i) PX(X) = P(X~1(X)) = P(Q) = 1, da P W-Mag.

(iii) Zuniichst ist fir A, B C X mit AN B = @ auch X 1(A)NXYB) = X"1(ANB) =
X~1(0) = (. Also bleiben disjunkte Vereinigungen unter Urbildbildung disjunkt (*).
Seien nun B; € A fiir i € N und paarweise verschieden. Dann folgt

Y] =l fye)

}P’(UX_l(Bi))

—
*
—

ieN T oy
]P’l\éafé ZP(Xfl(Bi))
ieN
= > PX(By).
ieN
L]
(b) Beh.: (PX)" = P(Y o X).
Beweis. Sei C € €.
Y HXHO) ={z€Q|X(z)e{ye X |Y(y) € C}}
={zeQ|Y(X(x)) eC}
— (Y 0 X)7(0).
Damit folgt
(]P)X)Y(C) = IP’X(Yfl(C)) = IP(X*(Y*(C))) =P((Y oX)’l(C)) — p(YoX)
L]

(c) Beh.: Es ist
4 2 1
PY({oy)=- P*{1h=> PY({2})=:.
7 7 7
Damit ist P¥X eindeutig festgelegt.

Beweis. Es ist Bild(X) = {0,1,2}. Damit ist (Bild(X), 2B14(X) PX) diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum. Es geniigt also PX fiir alle Elementarereignisse zu bestimmen.

Damit folgt mit geometrischer Reihe

-1 o . ko1 1 1 k B 1 1 - 4
P¥({0}) = P(X~'({0})) = P(3No) = k§02 w1 kgo <8> S
PX({1}) = P3Ny + 1) = Z 9—3k—1-1 _ ;
keN
PX({2}) = P(3Ng+2) = 3 273271 = %
keNg
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Aufgabe 14. (a) Wir benutzen den Dichtetransformationssatz. Es gilt Y = hA(X) mit h(z) =
—2log(z), also h'(z) = —2 und h~'(y) = e~ 2. Wir bengtigen noch die Identitit

1 0<e2¥<1 1 y>0
FX (e—2Y) = = = =Y _1
(e72%) {0 sonst {0 y <0 & (¥)
Daher erhalten wir

1 a1
£ (y) = =L, ()56 = foep, (v)

fX (e~ 2Y)
’_

2
_1,
e 2Y

(b) Erneut kénnen wir den Dichtetransformationssatz anwenden, da ¥ = h(X) mit h(z) = az, also
W (z) = a und h~*(y) = L1y. Daher erhalten wir

tX(a"ly) X (a"ly) A N
— =1 T = ey
|h/(a71y)| |a| [0,00] (y) a € E P% (y)

£ (y)

(c) Da 22 nicht bijektiv ist, kdnnen wir den Dichtetransformationssatz nicht anwenden. Es gilt aber
Yoy Y Y 1 X 1
J) W =F @) =P ) =P ) =PRI = [P @ar = 5
Vi

Nach dem Haupsatz der Differenzial- und Integralrechnung gilt daher

a (v d 1
ffy(y)ZGTy/0 () dy = —Vy=-—

Aufgabe 15. (a) Beh.: Yy € [0,1],2 € R gilt F*(y) < 2z < y < F(2).

Beweis. Sei y € [0,1] und z € R.

o . =" Sei also F*(y) < z. Da F monoton wachsend, folgt direkt F(F*(y)) < F(z).

Also geniigt es z.z.: y < F(F*(y)). Betrachte dazu z,, == F*(y) + 1 fiir n € N. Nach der
Definition von F*(y) folgt F(zy,) > y Vn € N. AuBerdem gilt z,, | F*(y) fiir n — oco. Mit
der Rechtsstetigkeit von I folgt damit F(z,,) | F(F*(y)).

Das heifit fiir € > 0 ex. ein ng € N, s.d. Vn > ng gilt, dass |F(x,) — F(F*(y))| < e. Da F
monoton wachsend und z,, > F*(y) folgt

Fzn) =F(F(y)) + €
Also da y <F(z,) Vn e N
y <F(F"(y)) +e

Mit € — oo folgt y < F(F*(y)) und damit die Behauptung.
e , <" Seialso y < F(z). Dann folgt direkt

F*(y) = inf{x e R|F(z) >y} < 2.

(b) Beh.: Ist Y ~ U[0, 1] dann hat F*(Y") dieselbe Verteilung wie X.

Beweis. Sei Y ~ U[0,1]. Dann ist Y (w) € [0,1] Vw € Q und es folgt fiir z € R aus (a), dass
F*(Y(w)) <z <= Y(w) <F(z) Yw €  und damit

F*(Y)<z < Y <F(z2) (x).
Aufierdem gilt fiir y € [0,1] da Y ~ U0, 1]
PY <y)=y ().

Damit folgt fiir x € R:
P(E*(Y) < 2) D B(Y < F(z)) 2 F(a).

Also sind F*(Y') und F identisch verteilt. O
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(¢) Sei A > 0. Beh.:

Beweis. Es ist X ~ Exp,. Also definiere
F: (0,00) = [0,1)
x> FX(2) = Fpxp, (2) = 1 — exp(—Az).
Dann ist F invertierbar und es gilt F* = F~! auf (0, 1). Weiter ist

P (2) = _i m(l—z) «el01).

Withle dann G wie in Beh. Dann ist G = F* auf (0,1) und G(0) = 0 = inf{z € R} | F(z) > 0} =
F*(0). Auferdem gilt F*(1) = inf{z € R} | F(z) = 1} = oo = G(1). Damit folgt die Behauptung
aus (b). O

Aufgabe 16. (a) Aufgrund der Normierungsbedingung muss gelten
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Also gilt Cy = A2,
(b) Es gilt

X (z) = / XY (2,9) dy = / )\267>‘y]10§z§y dy :/ NeMdy = [f)\e*)‘y]zo = de "
R R

x

und

y
Y (y) = /RI"EX7Y(:E,y) doe = /R)Pe_’\ylogmgy dx :/0 Me Mdr = [Aze_’\yx]g = Nye

(c) Es gilt

P(X >Y) :/ / XY (2, y) de dy :/ / Me™ M Locpey dzdy =0
| <a<

Y 0 Y
=0

und

P(2X <Y) :/ /2 XY (2,9) dz dy :/ /2 Me ™M Locpey, dody :/ [Aze*’\yx] %_0 =
o Jo o Jo —— o=
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