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Aufgabe A25 A26 A27 A28 >

Punkte

Aufgabe 25. (a) Beh.: p(k) = e’Ap%.
Beweis. Sei (£, «7,P) W-Raum mit Ereignissen
Ay, Anzahl 7-Meter pro Spiel”
B,,: ,,Anzahl Treffer per 7-Meter pro Spiel”
mit P(4,) = %G_A und P(By | A,) = (3)p*(1 — p)"~*, wobei (}) = 0 fiir k& > n.
Danu ist (A, )nen eine Partition von €. Damit folgt mit Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
p(k) = P(4y)
=P(4,NQ)
= > P(A,)P(By | Ay)

n€Ny

= %6” (Z)pk(lp)"’“

n€Ng

ZNRARE gl
=Xk n—k
=) = o= P)

n==k

O

(b) Seien X bzw. Y die Lebensdauer in Tagen von Lampe 1 bzw. Lampe 2 mit X ~ Poiy, und
Y ~ Poiy,. Nach Vorraussetzung ist X 1l Y, also X +Y ~ Poiy, * Poiy,. Nach VL hat
Poiy, * Poiy, die Zahldichte

n

(P1*p2)(n) = ZIEH(” — k)p2(k)

k=0

n n—k
_ Z ( )\1 k)'ef)\l %]2::67)\2
n — . .

k=0
_ e—()\1+>\2)l - n! ARk
nl & (n— k)R 7t 7
—
=(%)
— et (A1 +A2)"
N n! ’
Also folgt X +Y ~ Poiy,4a,-
Aufgabe 26. (a) Es gilt
EXHY(2) = [E% +£7](2)
= / X (2 — 2)tY () dz
* 1 () mm)? 1~ (a—pe)?
= e *71 e *72 dx
[oo \2mo? \/2mo?
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Durch die Substitution z +— = + u9 erhalten wir

— 5oz ((z=z)—(p1 + /~t2))2—ﬁl2

1 o0 201 . )
= e =i dz
2ro109 J_o

1 L (g—ztp)?— L2
— e 20%( ) 202 dzx
2ro109 J_o

Wir substituieren z = z — p.

OO 1 (pp)2_ 1 22
fX+Y(Z+[,L) — 1 e 207 (z—2) 25396 dax
2ro109 J_o

1 /°° -3|(+2
= e 71 92

2ro109 J_o

2, .2 2 2
00 o240 o -
1 -3 22[:&2—2 52— T2+ 22222}
= e 9193 o1to3 oito2 dz

2ro109 J_o

2
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_ / e Ferad [Tt Tere Tt Tt g,

2ro109 J_o

2,2 2 2 2

+o o I 2| o

L R (k) | ]

=5 2 B A £ B B I R {2 VAl R
0102 J_oo

2
Subsitution z := z + =222 und erhalten
oito;

2
1 s P *l[*%JF%}ZQ
2_2 2
B / e 27tz dx -e oilog+oy) =~ of

2ro109 J_o

1 0109 e
- ' 7. 2 ¢
2mo102 (/o +03 ) oo
1

1
——— 2
= a2 ¢ 23+
2m (o] + ‘72)

1,2 *l[* P 02% oy + 20%;(7%2 ]Zz
3% Qg .e 2L cf(eftod) of(ef+od)

2

Resubstitution z := 2z + pu = z 4+ p1 + e

]TX+Y(Z) _ 1 ) e—m(fZ—(Ml-ﬁ-uz)F

21(0? + 02)
Daraus folgt X +Y = N(HIJFMZ’UHUS).

(b) Es ist bekannt, dass n - X,, = Y0 | X; ~ Nnpno2) fiir X; ~ N, »2). Wir betrachten nun
hMX)= A~A_X — @ Nach dem Transformationssatz gilt dann fiir Z,, = h(n - X,,):

~ Vno?
77 (y) = W2 1 26_ﬁ(m(y+\/ﬁoﬂu)—nu)2
™o

= L s Wy ?
2r

= ie‘ﬁ‘”"zyz
2r

= 1 -3y’
2

Daher gilt Z, ~ N(q,1)-

Aufgabe 27. (i)-(iii) bezeichne im Folgenden die Eigenschaften von E aus Satz 20.01.

(a) Sei (X,)neny mit X, € . Dann setze Sp =3 1_; Xj. Dannist S, € Z" und Sn 1D nen Xn-
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Damit folgt

E (Z Xn> D Jim E(S,)
n—oo
=l B (Z Xn)

k=1
= ) E(X)

= > E(X,).
neN
(b) e ,— " Sei ll;er A; und (X;)ier mit X; € Z:r fiir 4 € I. Sei weiter ) # J C I endlich.

(1) Seien X; Bernoulli ZV mit X; = 14, und A; € A; firi € I. Da W ;e; A, = L5 A,
Dann gilt

E(]]X; = E|][4

jeJ JjeJ

D () 45)

JjeJ
Uierdi
=7 1Py

JjeJ

(2) HE(]IAJ)

jeJ
= J]EX).
jeJ

(2) Seien nun X; einfache positive numerische ZV. Dann ist [] jes X eine Summe von Pro-
dukten aus skalierten Bernoulli-ZV. Mit (a), (ii) und Schritt (1) folgt die Behauptung
fiir (X;)ier-

(3) Seien nun X; € ﬂj fir ¢ € I. Fir i € I ex. dann eine Folge (X;,)neny mit X;, T X;
und X, einfach positiv numerische ZV. Da J endlich folgt dann

HXi = H lim X;, = lim Hxn
n— o0 n—o0
ieJ ieJ ieJ

Also folgt HjeJXm T HjeJ X;. Damit folgt

E(]][X;] = E(]] lim X;n
jeJ jes "

= (i TT%,
jeJ

= B (11X
JeJ

= lim JTEX0)
JjeJ

= 11 fim B

jeJ

@ HE(Xj).

jeJ

—_
M
=
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o <" Sei (Aj)icr mit A; € A; fiir i € I. Z.z.: Wl;er A;. Dazu sei ) # J C I endlich.
Betrachte X; := 14,. Dann ist nach Vorraussetzung

P (ﬂ Ai) D E (Mym)

iceJ
E <H 1Ai>
ieJ
V(gr. HE(]]-A,)

i€J
[Ira
i€J

Aufgabe 28. (a) Nach dem Dichtetransformationssatz gilt

1
ﬁ‘AX+b fX A,1 _b
W) = Get(a )I (A7 (y =)
:detAAt (27‘[‘) % 26 2< l(A l(y b) M)A l(y b) N>
= det ADA! ™ §(27r) 5o 3T AT - (Aph), A (u=(Ap)
=det AXA é(27r) 3 o3 (AT AT (y—(Aptb)),(y—(Au+d)))
(2m)”

— det ATAL "2 (27)~ 3 e~ $(ADAD T (y—(Ap+b)), (y—(Au-+D)))

Daher gllt AX + b~ NA/J-‘rb,AEAt .

(b) Wir definieren E;; mit (E;j)x = 6;x0j. Dann erhalten wir durch P;; = > | E;y — E;; — Ej; +
E;j + Ej; eine Permutationsmatrix. Fiir Y = P; X gilt ¥ ~ N(p,,u,pispy)- Wegen P3P =
LDIL! fiir eine normierte untere Dreiecksmatrix I und eine Diagonalmatrix D, erhalten wir

L7'PyX — L' Piyp~ N(p-1pp— 1Py Lorr -1 = No,p)

Da L und somit auch L~! normierte untere Dreiecksmatrizen sind, gilt (L~!- A);; = Ay fiir
beliebiges A. Daher erhalten wir fiir die Randverteilung

L7'P, XL~ 1Py LP, XL 'Pp
£ 1 1“)1 (1) / / f 1 Vil (py, ..., xy) dey, das

2

1 D—1z2
_*Du 3 | I/ Dy ay
ooV

e_EDu 9‘1

:1

ff(Pu )1— P1LM)1 251 / / ( - det D)7567%<D_la:,a:> dxn . de

Xk (21) = (det D)% -

-

Doy -+ Dy

1
JdetD  2¢

1 gl
VvV 27TD11
= X (‘rl) ~ N(07D11) = N(O,(PuEPil)u) = N(O,Emt)
£ (w4) ~ N(ui,zu)

(c) Durch die Permutation P;;P»; konnen wir (analog zur Aufgabe (b)) 0.B.d.A. i =1, j = 2
annehmen. Wir wenden erneut die Cholesky-Zerlegung an und erhalten > = LDL!, wobei wegen
Y19 = Y91 auch Lo = 0 gelten muss. Daher ist auch D17 = ¥1; und Das = Yoy, Wir berechnen
nun die Randverteilung fiir (X1, X2).

o0 oo
L= 'Xx—-L7! L7'x-1r7!
£ “)(1@(3:1,3:2) :/ / f Hxy,...,on) de, das
— 00 o0
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Nun nutzen wir Loy =0

f(Xl,Xz)—(uu/LQ)(:Ehx2>:/ /
oo oo (2

]. 1n—1._2 i > 1 1pH—1,.2
f(leul,Xzfuz) T1,T0) = det D -3 . 76*51322 T3, / 7e*§Dﬁ, Ty
(w1,02) = ) Vor V2T g —oo V2T

Das - Do 1 _ip- 1 _ip-1,2
. 1 . e 222 %2
vdet D V2T V2w

1,2
-5
1, e 2D33 T2

—
)
@D
=
)
|
|

9]
|
ol
)
8
&
jol
8

. d$3

3
=
w3

— o — 2 1 (o 2
FOX0) (1) 39) = ———¢ ooy (@1—pa)” | © Ty (Ta—pe)

V211 2m¥oy

Also sind X7 und Xs unabhingig.



