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Aufgabe A25 A26 A27 A28
∑

Punkte

Aufgabe 25. (a) Beh.: p(k) = e−λp (λp)k

k! .

Beweis. Sei (Ω,A ,P) W-Raum mit Ereignissen

An : �Anzahl 7-Meter pro Spiel�

Bn : �Anzahl Tre�er per 7-Meter pro Spiel�

mit P(An) = λn

n! e
−λ und P(Bk | An) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k, wobei

(
n
k

)
= 0 für k > n.

Dann ist (An)n∈N eine Partition von Ω. Damit folgt mit Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

p(k) = P(An)

= P(An ∩ Ω)

=
∑
n∈N0

P(An)P(Bk | An)

=
∑
n∈N0

λn

n!
e−λ

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= e−λpk
∞∑
n=k

λkλn−k

n!

n!

k!(n− k)!
(1− p)n−k

= e−λ
(λp)k

k!

∞∑
n=k

λn−k

(n− k)!
(1− p)n−k

= e−λ
(λp)k

k!

∞∑
n=0

λn

n!
(1− p)n

= e−λ
(λp)k

k!
eλ(1−p)

= e−λp
(λp)k

k!
.

(b) Seien X bzw. Y die Lebensdauer in Tagen von Lampe 1 bzw. Lampe 2 mit X ∼ Poiλ1
und

Y ∼ Poiλ2
. Nach Vorraussetzung ist X ⊥⊥ Y , also X + Y ∼ Poiλ1

∗ Poiλ2
. Nach VL hat

Poiλ1 ∗ Poiλ2 die Zähldichte

(p1 ∗ p2)(n) =

n∑
k=0

p1(n− k)p2(k)

=

n∑
k=0

λn−k1

(n− k)!
e−λ1

λk2
k!
e−λ2

= e−(λ1+λ2) 1

n!

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!︸ ︷︷ ︸
=(nk)

λn−k1 λk2

= e−(λ1+λ2) (λ1 + λ2)n

n!
.

Also folgt X + Y ∼ Poiλ1+λ2
.

Aufgabe 26. (a) Es gilt

fX+Y (z) = [fX ∗ fY ](z)

=

∫ ∞
−∞

fX(z − x)fY (x) dx

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ2

1

e
− 1

2σ2
1

((z−x)−µ1)2 1√
2πσ2

2

e
− 1

2σ2
2

(x−µ2)2

dx

1
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Durch die Substitution x 7→ x+ µ2 erhalten wir

=
1

2πσ1σ2

∫ ∞
−∞

e

− 1

2σ2
1

((z−x)−(µ1 + µ2︸ ︷︷ ︸
=:µ

))2− 1

2σ2
2
x2

dx

=
1

2πσ1σ2

∫ ∞
−∞

e
− 1

2σ2
1

(x−z+µ)2− 1

2σ2
2
x2

dx

Wir substituieren z = z − µ.

fX+Y (z + µ) =
1

2πσ1σ2

∫ ∞
−∞

e
− 1

2σ2
1

(x−z)2− 1

2σ2
2
x2

dx

=
1

2πσ1σ2

∫ ∞
−∞

e
− 1

2

[(
1

σ2
1

+ 1

σ2
2

)
x2−2 1

σ2
1
xz+ 1

σ2
1
z2

]
dx

=
1

2πσ1σ2

∫ ∞
−∞

e
− 1

2

σ2
1+σ2

2
σ2

1·σ
2
2

[
x2−2

σ2
2

σ2
1+σ2

2
xz+

σ2
2

σ2
1+σ2

2
z2

]
dx

=
1

2πσ1σ2

∫ ∞
−∞

e
− 1

2

σ2
1+σ2

2
σ2

1·σ
2
2

[(
x− σ2

2
σ2

1+σ2
2
z

)2

− σ4
2

(σ2
1+σ2

2)2
z2+

σ2
2

σ2
1+σ2

2
z2

]
dx

=
1

2πσ1σ2

∫ ∞
−∞

e
− 1

2

σ2
1+σ2

2
σ2

1·σ
2
2

[(
x− σ2

2
σ2

1+σ2
2
z

)2]
· e
− 1

2

[
− σ2

2
σ2

1(σ2
1+σ2

2)
+σ2

1

]
z2

dx

Subsitution x := x+
σ2

2

σ2
1+σ2

2
z und erhalten

=
1

2πσ1σ2

∫ ∞
−∞

e
− 1

2

σ2
1+σ2

2
σ2

1σ
2
2
x2

dx · e
− 1

2

[
− σ2

2
σ2

1(σ2
1+σ2

2)
+ 1

σ2
1

]
z2

=
1

2πσ1σ2
· σ1σ2√

σ2
1 + σ2

2

∫ ∞
−∞

e−
1
2x

2

dx · e
− 1

2

[
− σ2

2
σ2

1(σ2
1+σ2

2)
+

σ2
1+σ2

2
σ2

1(σ2
1+σ2

2)

]
z2

=
1√

2π(σ2
1 + σ2

2)
· e
− 1

2(σ2
1+σ2

2)
z2

Resubstitution z := z + µ = z + µ1 + µ2

fX+Y (z) =
1√

2π(σ2
1 + σ2

2)
· e
− 1

2(σ2
1+σ2

2)
(z−(µ1+µ2))2

Daraus folgt X + Y = N(µ1+µ2,σ2
1+σ2

2).

(b) Es ist bekannt, dass n · Xn =
∑n
i=1Xi ∼ N(nµ,nσ2) für Xi ∼ N(µ,σ2). Wir betrachten nun

h(X) = 1√
nσ2

X −
√
nµ
σ . Nach dem Transformationssatz gilt dann für Zn = h(n ·Xn):

fZn(y) =
√
nσ2

1

2πnσ2
e−

1
2nσ2 (

√
nσ2(y+

√
nσ−1µ)−nµ)2

=
1

2π
e−

1
2nσ2 (

√
nσ2y+nµ−nµ)2

=
1

2π
e−

1
2nσ2 ·nσ

2y2

=
1

2π
e−

1
2y

2

Daher gilt Zn ∼ N(0,1).

Aufgabe 27. (i)-(iii) bezeichne im Folgenden die Eigenschaften von E aus Satz 20.01.

(a) Sei (Xn)n∈N mit Xn ∈ A
+
. Dann setze Sn :=

∑n
k=1Xk. Dann ist Sn ∈ A

+
und Sn ↑

∑
n∈NXn.

2



Wtheo 0: Übungsblatt 7 Josua Kugler, Christian Merten

Damit folgt

E

(∑
n∈N

Xn

)
(ii)
= lim

n→∞
E(Sn)

= lim
n→∞

E

(
n∑
k=1

Xn

)
(i)
= lim

n→∞

n∑
k=1

E(Xn)

=
∑
n∈N

E(Xn).

(b) � � =⇒ �: Sei ⊥⊥i∈I Ai und (Xi)i∈I mit Xi ∈ A
+

i für i ∈ I. Sei weiter ∅ 6= J ⊆ I endlich.

(1) Seien Xi Bernoulli ZV mit Xi = 1Ai und Ai ∈ Ai für i ∈ I. Da ⊥⊥i∈I Ai =⇒ ⊥⊥i∈I Ai.
Dann gilt

E

∏
j∈J

Xj

 = E

∏
j∈J

Aj


= E(1⋂

j∈J Aj
)

(iii)
= P(

⋂
j∈J

Aj)

⊥⊥i∈IAi
=

∏
j∈J

P(Aj)

(iii)
=

∏
j∈J

E(1Aj )

=
∏
j∈J

E(Xj).

(2) Seien nun Xi einfache positive numerische ZV. Dann ist
∏
j∈J Xj eine Summe von Pro-

dukten aus skalierten Bernoulli-ZV. Mit (a), (ii) und Schritt (1) folgt die Behauptung
für (Xi)i∈I .

(3) Seien nun Xi ∈ A
+

i für i ∈ I. Für i ∈ I ex. dann eine Folge (Xin)n∈N mit Xin ↑ Xi

und Xin einfach positiv numerische ZV. Da J endlich folgt dann∏
i∈J

Xi =
∏
i∈J

lim
n→∞

Xin = lim
n→∞

∏
i∈J

Xin.

Also folgt
∏
j∈J Xin ↑

∏
j∈J Xi. Damit folgt

E

∏
j∈J

Xj

 = E

∏
j∈J

lim
n→∞

Xjn


= E

 lim
n→∞

∏
j∈J

Xjn


(ii)
= lim

n→∞
E

∏
j∈J

Xjn


(2)
= lim

n→∞

∏
j∈J

E(Xjn)

=
∏
j∈J

lim
n→∞

E(Xjn)

(ii)
=
∏
j∈J

E(Xj).
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� � ⇐= �: Sei (Ai)i∈I mit Ai ∈ Ai für i ∈ I. Z.z.: ⊥⊥i∈I Ai. Dazu sei ∅ 6= J ⊆ I endlich.
Betrachte Xi := 1Ai . Dann ist nach Vorraussetzung

P

(⋂
i∈J

Ai

)
(iii)
= E

(
1⋂

i∈J Ai

)
= E

(∏
i∈J

1Ai

)
Vorr.
=

∏
i∈J

E(1Ai)

(iii)
=

∏
i∈J

P(Ai).

Aufgabe 28. (a) Nach dem Dichtetransformationssatz gilt

fAX+b(y) =
1

|det(A)|
fX(A−1(y − b))

= detAAt
− 1

2 · (2π)−
n
2 det Σ−

1
2 e−

1
2 〈Σ
−1(A−1(y−b)−µ),A−1(y−b)−µ〉

= detAΣAt
− 1

2 (2π)−
n
2 e−

1
2 〈Σ
−1A−1(y−(Aµ+b)),A−1(y−(Aµ+b))〉

= detAΣAt
− 1

2 (2π)−
n
2 e−

1
2 〈A

−tΣ−1A−1(y−(Aµ+b)),(y−(Aµ+b))〉

= detAΣAt
− 1

2 (2π)−
n
2 e−

1
2 〈(AΣAt)−1(y−(Aµ+b)),(y−(Aµ+b))〉

Daher gilt AX + b ∼ NAµ+b,AΣAt .

(b) Wir de�nieren Eij mit (Eij)kl = δikδjl. Dann erhalten wir durch Pij =
∑n
i=1Eii − Eii − Ejj +

Eij + Eji eine Permutationsmatrix. Für Y = P1iX gilt Y ∼ N(P1iµ,P1iΣPi1). Wegen P1iΣPi1 =
LDLt für eine normierte untere Dreiecksmatrix L und eine Diagonalmatrix D, erhalten wir

L−1P1iX − L−1P1iµ ∼ N(L−1P1iµ−L−1P1iµ,L−1LDLtL−t) = N(0,D)

Da L und somit auch L−1 normierte untere Dreiecksmatrizen sind, gilt (L−1 · A)11 = A11 für
beliebiges A. Daher erhalten wir für die Randverteilung

f(L−1P1iX−L−1P1iµ)1(x1) =

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

fL
−1P1iX−L−1P1iµ(x1, . . . , xn) dxn dx2

f(P1iX)1−(P1iµ)1(x1) =

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

1

(2π)
n
2
· (detD)−

1
2 e−

1
2 〈D

−1x,x〉 dxn · · · dx2

fXi−µi(x1) = (detD)−
1
2 · 1√

2π
e−

1
2D
−1
11 x

2
1

n∏
i=2

∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

1
2D
−1
ii x

2
i

=

√
D22 · · · · ·Dnn√

detD
· 1√

2π
e−

1
2D
−1
11 x

2
1

=
1√

2πD11

e−
1

2D11
x2

1

=⇒ fXi−µi(xi) ∼ N(0,D11) = N(0,(P1iΣPi1)11) = N(0,Σii)

fXi(xi) ∼ N(µi,Σii)

(c) Durch die Permutation P1iP2j können wir (analog zur Aufgabe (b)) o.B.d.A. i = 1, j = 2
annehmen. Wir wenden erneut die Cholesky-Zerlegung an und erhalten Σ = LDLt, wobei wegen
Σ12 = Σ21 auch L21 = 0 gelten muss. Daher ist auch D11 = Σ11 und D22 = Σ22. Wir berechnen
nun die Randverteilung für (X1, X2).

f(L−1X−L−1µ)(1,2)(x1, x2) =

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

fL
−1X−L−1µ(x1, . . . , xn) dxn dx3

4
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Nun nutzen wir L21 = 0

f(X1,X2)−(µ1,µ2)(x1, x2) =

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

1

(2π)
n
2
· (detD)−

1
2 e−

1
2 〈D

−1x,x〉 dxn · · · dx3

f(X1−µ1,X2−µ2)(x1, x2) = (detD)−
1
2 · 1√

2π
e−

1
2D
−1
11 x

2
1

1√
2π
e−

1
2D
−1
22 x

2
2 ·

n∏
i=3

∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

1
2D
−1
ii x

2
i

=

√
D33 · · · · ·Dnn√

detD
· 1√

2π
e−

1
2D
−1
11 x

2
1 · 1√

2π
e−

1
2D
−1
22 x

2
2

=
1√

2πD11

e−
1

2D11
x2

1 · 1√
2πD22

e−
1

2D22
x2

2

f(X1,X2)(x1, x2) =
1√

2πΣ11

e−
1

2Σ11
(x1−µ1)2

· 1√
2πΣ22

e−
1

2Σ22
(x2−µ2)2

= fX1(x1) · fX2(x2)

Also sind X1 und X2 unabhängig.
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