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Aufgabe A40 A41 A42 A43 A44
∑

Punkte

Aufgabe 40.

Aufgabe 41.

Aufgabe 42. (a) Sei t ∈ R beliebig. Dann rechne

E(cos(tX)) =

∫ b

a

cos(tx)
1

b− a
dx =

1

b− a
1

t
sin(tx)

∣∣∣b
a
=

1

t(b− a)
(sin(tb)− sin(ta))

E(sin(tX)) =

∫ b

a

sin(tx)
1

b− a
dx =

1

t(b− a)
(cos(ta)− cos(tb))

Insgesamt ergibt sich

ϕX(t) =
1

t(b− a)
[sin(tb)− sin(ta) + i cos(ta)− i cos(tb)] = 1

it(b− a)
[exp(tai)− exp(tbi)] .

(b) Da Y und Z unabhängig, sind auch exp(itY ) und exp(itZ) unabhängig. Damit folgt für t ∈ R:

ϕY+Z(t) = E(exp(it(Y + Z))) = E(exp(itY ) exp(itZ)) = E(exp(itY ))E(exp(itZ)) = ϕY (t)ϕZ(t).

Es gilt nach VL E(Z) = E(Z), also folgt

ϕ−Y (t) = E(exp(−itY )) = E(eitY ) = E(eitY ) = ϕY (t).

Seien nun Y,Z identisch verteilt. Dann ist ϕY = ϕZ und es folgt für t ∈ R

ϕY−Z(t) = ϕY ϕ−Y (t) = ϕY (t)ϕY (t) = |ϕY (t)| ≥ 0.

Aber ϕX(t) = sin(t)
t für X ∼ U[−1,1] und für t = 3

2π folgt ϕX( 32π) = − 2
3π < 0. Also ist

ϕX(t) 6= ϕY−Z(t), also ist Y − Z nicht U[−1,1] verteilt.

(c) Es gilt für t ∈ R
ϕX2(t) = ϕX1(t) = ϕX1+X2(t) = ϕX1(t)ϕX2(t).

Da ϕX1
(t) = ϕX2

(t) 6= 0, folgt
ϕX1(t) = ϕX2(t) = 1.

Setze Z := 0. Dann ist ϕZ(t) = 1 ∀t ∈ R, also folgt

ϕX1
(t) = ϕX2

(t) = ϕZ(t).

Betrachte nun Yn := X1 ∀n ∈ N. Dann ist Yn
D−→ Z. Da Z konstant, folgt damit auch Yn

P−→ Z.
Also ∀ε > 0

P(|X2| > ε) = P(|X1| > ε) = lim
n→∞

P(|Yn − Z| > ε) = 0.

Da ε beliebig, folgt P(X1 = 0) = P(X2 = 0) = 1. Also X1 = 0 = X2 P f.s.

Aufgabe 43. (a) Setze Yi(x) := 1{Xi≤x}. Dann ist Yi(x) ∼ Bernoullip mit:

p := P(Xi ≤ x) = P(X1 ≤ x) = F(x).

Dann ist nF̂n(x) =
∑n
i=1 Yi(x) und damit nF̂n(x) ∼ Binn,p mit p = P(X1 ≤ x) = F(x). Damit

folgt

E(F̂n(x)) =
1

n
E(nF̂n(x)) =

1

n
np = p = F(x)

Var(F̂n(x)) =
1

n2
Var(nF̂n(x)) =

p(1− p)
n

=
F(x)(1− F(x)

n
.

1



Wtheo 0: Übungsblatt 11 Josua Kugler, Christian Merten

(b) Es ist F̂n(x) = Y n(x). Also folgt

lim
n→∞

F̂n(x) = lim
n→∞

Y n(x)
SGGZ
= E(Y1) = F(x).

(c) Es gilt da Var(Y1) = p(1− p) = F(x)(1− F(x)):

√
n(F̂n(x)− F(x)) =

√
n(Y n(x)− F(x)) D−−−−→

ZGWS

N(0,Var(Y1(x)) = N(0,F(x)(1−F(x)).

Aufgabe 44. (a) Sei b ∈ R+. Dann ist

Biasb(b̂n) = Eb(b̂n − b) = 2Eb(Xn)− b = 2Eb(X1)− b = 0

Varb(b̂n) = 4Varb(Xn) =
4

n
Varb(X1) =

b2

3n
.

Setze Yi := 2Xi. Dann ist Y n = 2Xn = b̂n. Damit folgt mit ZGWS direkt

√
n(b̂n − b) =

√
n(Y n − E(Y1))

D−→ N(0,Var(Y1) = N(0,b2/3).

(b) Es ist b̂n nach (a)
√
n-konsistent. Auÿerdem ist mit (a), dass

√
3n

b
(b̂n − b)

D−→ N(0,1).

Also ist b√
3
Störparameter. Da b̂n = Y n und E(Y1) = b, folgt mit dem SGGZ, dass

b̂n = Y n
P f.s.−−−→ E(Y1) = b.

Also insbesondere b̂n konsistenter Schätzer für b und damit auch b̂n√
3
konsistenter Schätzer für

den Störparameter b√
3
. Damit folgt nach VL, dass C(b)

n := [b̂n− b̂n√
3n
q1−α,∞) ein 1−α KB für die

richtigen Parameter Rb = [b,∞) ist, wobei q1−α das 1−α Quantil der Standardnormalverteilung
ist.

(c) H0 ist die assoziierte Nullhypothese zu Rb0 . Damit folgt nach VL, da C(b)
n asympt. 1 − α-KB,

dass
φ(b)n = 1{b0 6∈C(b)

n }
= 1{b̂n− b̂n√

3n
q1−α>b0}

ein asympt. 1− α Test ist.

(d) Ausrechnen ergibt Xn = 50.88 und damit

b̂10 −
b̂10√
3 · 10

1.64 = 71.28 < 100 C
(b)
10 = [71.28,∞).

Also sollte H0 nicht abgelehnt werden.
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