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Aufgabe A9 A10 A11
∑

Punkte

Aufgabe 9. (a) Beh.: Cα,xm = αxαm.

Beweis. Es muss gelten ∫ ∞
−∞

f(x) dx = 1

Damit folgt ∫ ∞
−∞

Cα,xm
x−(α+1)

1{x≥xm} dx =

∫ ∞
xm

Cα,xm
x−(α+1) dx

= Cα,xm

∫ ∞
xm

x−(α+1) dx

α+1>1
= −Cα,xm

1

α
x−α

∣∣∣∞
xm

= −Cα,xm

α
lim
z→∞

[
z−α − x−αm

]
α>0
=

Cα,xm

α
x−αm

!
= 1

Damit folgt dann

Cα,xm = αxαm.

(b) Beh.: F(x) =
(
1−

(
xm

x

)α)
1{x≥xm>0}

Beweis. Falls x < xm ist f(y) = 0 ∀y ≤ x, also F(x) = 0. Sei also x ≥ xm. Dann folgt

F(x) =

∫ x

xm

αxαmy
−(α+1) dy

= −xαmy−α
∣∣∣x
xm

= −xαm
[
x−α − x−αm

]
= −xαmx−α + xαmx

−α
m

= 1−
(xm
x

)α
Insgesamt folgt

F(x) =
(

1−
(xm
x

)α)
1{x≥xm>0}.

(c) Beh.: P([1, 2]) = 1
2 = P((2,∞)).

Beweis. Mit α = xm = 1 folgt F(x) =
(
1− 1

x

)
1{x≤1}. Damit folgt

P([1, 2]) = F(2)− F(1) = 1− 1

2
− 1 + 1 =

1

2

P((2,∞)) = 1− P((−∞, 2]) = 1− F(2) = 1− 1 +
1

2
=

1

2
.
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Aufgabe 11. Zunächst ist zu bemerken, dass mit E := {(a,∞] | a ∈ R} nach VL gilt σ(E ) = B.
Damit ist f : Ω→ R genau dann (A ,B) messbar, wenn f−1(E ) ⊆ A .

(a) (1) Sei m ∈ N. Beh.: Folgende Abbildungen sind (A ,B) messbar:

(i) supn≥mXn : Ω→ R
(ii) infn≥mXn : Ω→ R

Beweis. (i) Sei a ∈ R bel. Für x ∈ R gilt dann

sup
n≥m

Xn(x) > a ⇐⇒ ∃n ≥ m : Xn(x) > a.

Damit folgt da Xn (A ,B)-messbar und A σ-Algebra:

( sup
n≥m

Xn)−1((a,∞])) = {x ∈ Ω | sup
n≥m

Xn(x) > a}

= {x ∈ Ω | ∃n ≥ m : Xn > a}

=
⋃
n≥m

{x ∈ Ω | Xn(x) > a}

=
⋃
n≥m

(Xn)−1((a,∞])︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ A .

Also supn≥mX
n (A ,B)-messbar.

(ii) Sei a ∈ R. Für x ∈ R gilt dann

inf
n≥m

Xn(x) < a ⇐⇒ ∃n ≥ m : Xn(x) < a.

Damit folgt da Xn (A ,B)-messbar und A σ-Algebra:

( inf
n≥m

Xn)−1([−∞, a)) = {x ∈ Ω | inf
n≥m

Xn(x) < a}

= {x ∈ Ω | ∃n ≥ m : Xn < a}

=
⋃
n≥m

{x ∈ Ω | Xn(x) < a}

=
⋃
n≥m

(Xn)−1([−∞, a))︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ A .

Da auch σ({[−∞, a) | a ∈ R}) = B folgt also infn≥mX
n (A ,B)-messbar.

(2) Beh.: lim supn→∞Xn und lim infn→∞Xn sind (A ,B)-messbar.

Beweis. De�niere fm := supn≥mXn. Dann ist fm messbar nach (1)(i) und

lim sup
n→∞

Xn = inf
m≥1

sup
n≥m

Xn = inf
m≥1

fm

(A ,B)-messbar nach (1)(ii).

De�niere nun hm := infn≥mXn. hm messbar nach (1) (ii) ∀m ∈ N. Dann ist auch

lim inf
n→∞

Xn = sup
m≥1

inf
n≥m

Xn = sup
m≥1

hm

(A ,B)-messbar nach (1)(i).

(3) Beh.: limn→∞Xn (A ,B)-messbar.

Beweis. Sei X = limn→∞Xn. Dann ist X = lim infn→∞Xn = lim supn→∞Xn, also X
(A ,B)-messbar nach (2).

(b) Beh.: Y (A ,B)-messbar.
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Beweis. Beachte, dass es für B genügt, die o�enen Intervalle (a,∞) für a ∈ R zu betrachten.

Sei a ∈ R bel.

� Falls a ≤ 0, dann ist 0, 1 ∈ (a,∞), also Y −1((a,∞)) = Ω ∈ A .

� Falls 0 < a < 1: Dann ist 1 ∈ (a,∞) und 0 6∈ (a,∞). Damit folgt

Y −1((a,∞)) = {ω ∈ Ω | X1(ω) > X2(ω)}
= {ω ∈ Ω | X1(ω)−X2(ω) > 0}
= {ω ∈ Ω | (X1 −X2)(ω) ∈ (0,∞]}
= (X1 −X2)−1((0,∞]).

Da X1, X2 (A ,B)-messbar, ist nach VL auch X1−X2 (A ,B) messbar. Da weiter (0,∞] ∈
B, folgt also (X1 −X2)−1((0,∞]) ∈ A .

� Falls a ≥ 1, dann ist 0, 1 6∈ (a,∞), also Y −1((a,∞)) =∞ ∈ A .
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