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Aufgabe A9 A10 A1l >

Punkte

Aufgabe 9. (a) Beh.: Cy ,,, = azd,

Beweis. Es muss gelten

o0
/_ N f(z)de = 1
Damit folgt
/OC Ca,zmx—(aﬂ)l{xz%} dx = /OO Cop,z” @) dg
= Co,, /Oo 2 (D) 4
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a>0 Ca,zm o
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Damit folgt dann
Co.z,, = T
O
(b) Beh.: F(z) = (1 — (Z2)%) 1{z>a,.>0}
Beweis. Falls x < x,, ist f(y) =0 Vy < z, also F(z) = 0. Sei also © > z,,. Dann folgt
Bo) = [ asgy @0 dy
— @ y—a v
= —xp, [x @ — xfno‘]
=—zyx Y+ ayx”
1o (e
x
Insgesamt folgt
T \ @
F@) = (1 () ) Mo
O
(c) Beh.: P([1,2]) = 3 = P((2,0)).
Beweis. Mit v = ., = 1 folgt F(x) = (1 — 1) 1y,<1y. Damit folgt
1 1
P([1,2]) =F(2) —F(1)=1— B -1+1= B
1 1
P((2,0)) =1—-P((-00,2]) =1-F2)=1—-1+ 3= 5
O
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Aufgabe 11. Zuniichst ist zu bemerken, dass mit & := {(a,oc] | a € R} nach VL gilt o(&) = B.
Damit ist f: Q@ — R genau dann (<, %) messbar, wenn f~1(&) C <.

(a) (1) Sei m € N. Beh.: Folgende Abbildungen sind (7, %) messbar:
(i) sup, >y Xn: Q=R
(ii) infp>m Xn: Q@ = R

Beweis. (i) Sei a € R bel. Fiir z € R gilt dann

sup X"(z) > a <= In>m: X" (x) > a.

n>m
Damit folgt da X™ (.7, %)-messbar und &7 o-Algebra:

(sup X,) " !((a,00])) = {x € Q| sup X"(x) > a}

n>m n>m

={zeQ|In>m: X" >a}

= U{xEQ\X”(x)>a}

n>m

= J X" (e, ) € #.
N———

nzm cof

Also sup,,s.,, X" (&, %)-messbar.
(ii) Sei a € R. Fiir z € R gilt dann

inf X"(z)<a < In>m: X"(z) <a.

n>m
Damit folgt da X™ (o7, %)-messbar und &7 o-Algebra:

(inf X)) H([~o0,a)) = {z € Q| nlgan”(x) < a}

n>m

={zeQ|In>m: X" <a}

= U{er|X”(m)<a}

= J &) ([~0,a)) € .
nzm 4

Da auch o({[~o0,a) | a € R}) = Z folgt also inf,,>,, X" (&7, %)-messbar.

O
(2) Beh.: limsup,, ,., X™ und liminf, . X™ sind (<7, %)-messbar.

Beweis. Definiere f,, := sup,,>,, X,,. Dann ist f,,, messbar nach (1)(i) und

limsup X,, = inf sup X,, = inf f,,
(o, 9)-messbar nach (1)(ii).
Definiere nun hy, = inf,,>,, X,,. hy, messbar nach (1) (ii) ¥m € N. Dann ist auch

liminf X,, = sup inf X,, = sup h,,

n—o00 m>1 n>m m>1
(o, )-messbar nach (1)(i). O

(3) Beh.: lim,, o, X,, (&7, %)-messbar.

Beweis. Sei X = lim;, o0 Xp. Dann ist X = liminf,, oo X, = limsup,,_,,, X», also X
(o, $B)-messbar nach (2). O

(b) Beh.: Y (&, %)-messbar.
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Beweis. Beachte, dass es fiir # geniigt, die offenen Intervalle (a,o0) fiir a € R zu betrachten.
Sei a € R bel.

e Falls a <0, dann ist 0,1 € (a,00), also Y " 1((a,00)) = Q € .
e Falls 0 < a < 1: Dann ist 1 € (a,00) und 0 ¢ (a, 00). Damit folgt

Y (a,0)) = {w e Q| X1(w) > Xa(w)}
={we Q| X1(w) — Xo(w) > 0}
={we | (X1 — X2)(w) € (0,00]}
— (X1 — X2)"1((0,00]).

Da X1, X, (&, %)-messbar, ist nach VL auch X1 — X (&, ) messbar. Da weiter (0, 0] €
B, folgt also (X1 — X2)71((0,¢]) € .

e Falls a > 1, dann ist 0,1 ¢ (a, 00), also Y~ 1((a,0)) = 0o € .



