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Aufgabe A13 Al4 Al5 >

Punkte

Aufgabe 13. (a) Beh.: PX ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (X, %).

Beweis. (i) Es ist PX >0, da P > 0.
(i) PX(X) = P(X~1(X)) = P(Q) = 1, da P W-Mag.

(iii) Zunéchst ist fir A, B C X mit AN B = () auch X 1(A)NnX1(B)=X"YANB) =
X~1(0) = 0. Also bleiben disjunkte Vereinigungen unter Urbildbildung disjunkt (x).
Seien nun B; € A fiir i € N und paarweise verschieden. Dann folgt
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(b) Beh.: (PX)Y = P(YoX)
Beweis. Sei C € €.
Y HXHO) ={z€Q|X(z)e{ye X |Y(y) € C}}
={zeQ|Y(X(z)) € C}
— (Yo x)7N(C).
Damit folgt
(]P)X)Y(C) = IP’X(Yfl(C)) = IP(X*(Y*(C))) =P((Y oX)’l(C)) — p(YoX)
O

(c) Beh.: Es ist
P =2 BX({Ih=2  PN({)=:.

Damit ist P¥X eindeutig festgelegt.

Beweis. Es ist Bild(X) = {0,1,2}. Damit ist (Bild(X),2B"4(X) PX) diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum. Es geniigt also PX fiir alle Elementarereignisse zu bestimmen.

Damit folgt mit geometrischer Reihe

k
P((0)) = POX T (0h) = Pt = 2 =5 Y (3) =g = 7

k€Ng k€No
PX¥({1}) =P(3Ng + 1) = »_ 273171 = %
keNy
PX({2}) =P(3Ng +2) = Y 2727 = %
keNp
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Aufgabe 15. (a) Beh.: Vy € [0,1],z € Rgilt F*(y) < z <= y < F(»).

Beweis. Seiy € [0,1] und z € R.

o , =", Sei also F*(y) < z. Da F monoton wachsend, folgt direkt F(F*(y)) < F(2).

Also geniigt es z.z.: y < F(F*(y)). Betrachte dazu z,, :== F*(y) + 1 fiir n € N. Nach der
Definition von F*(y) folgt F(z,) > y Vn € N. Auferdem gilt z,, | F*(y) fiir n — oco. Mit
der Rechtsstetigkeit von I folgt damit F(z,,) | F(F*(y)).

Das heifit fiir € > 0 ex. ein ng € N, s.d. Vn > ng gilt, dass [F(z,) — F(F*(y))| < e. Da F
monoton wachsend und x,, > F*(y) folgt

F(zn) =F(F*(y)) + €
Also da y < F(z,) Vn € N
y <F(F"(y)) +e

Mit € — oo folgt y < F(F*(y)) und damit die Behauptung.
e , <" Sei also y < F(z). Dann folgt direkt

F*(y) = inf{x e R|F(z) >y} < 2.

(b) Beh.: Ist Y ~ U[0, 1] dann hat F*(Y") dieselbe Verteilung wie X.

Beweis. Sei Y ~ UJ[0,1]. Dann ist Y(w) € [0,1] Vw € Q und es folgt fiir = € R aus (a), dass
F*(Y(w)) < z <= Y(w) <F(z) Yw €  und damit
F*(Y)<z < Y <F(z2) (x).
Auferdem gilt fiir y € [0,1] da Y ~ U0, 1]
PY <y)=y (%)

Damit folgt fiir x € R:
P(F*(Y) < 2) 2P(Y < F(z)) 2 F(2).

Also sind F*(Y") und F identisch verteilt. O

(c) Sei A > 0. Beh.:

Beweis. Es ist X ~ Exp,. Also definiere

F: (0,00) — [0,1)
x> FX(2) = Fpxp, (z) = 1 — exp(—Az).

Dann ist F invertierbar und es gilt F* = F~! auf (0, 1). Weiter ist

Fl(z) = 7% In(1 — x) z €0,1).
Withle dann G wie in Beh. Dann ist G = F* auf (0,1) und G(0) = 0 = inf{z € R} | F(z) > 0} =
F*(0). Auferdem gilt F*(1) = inf{z € R} | F(z) = 1} = oo = G(1). Damit folgt die Behauptung
aus (b). O



